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I. Inleiding, v

In de gewone meetkunde van de ruimte treden begrippen op als punt,
rechte, viak, lengte, hoek, congruentie, enz. Bn we bestuderen eigen-—
schappen daarvan en betrekkingen daartussen. Sommige eigenschappen en
betrekkingen in een vlakke figuur blijven geldig bij projectie, b.v.
vanuit een vast punt O buiten het vlak o van de figuur, op een ander
vlak/&Voor andere is dit niet het geval, Dat deel mu van Je meetkunde,
waarin de bij projectie invariante eigenschappen worden behandeld, heet
projectieve meetkunde. Zo is de eigenschap van een punt, op een bepaalde
1ijn t€ liggen, invariant. De eigenschap van een punt, het midden van
een zeker lijnstuk te zijn, blijft in het algemeen niet behouwden; al-
gemener is voor drie punten a,b,c de uitdrukking afst.(a,b) :afst.{a,c)
niet invariant. Dasrentegen is cr, zoals we veel later zullen zien, in

het geval van vier punten a,b,c,d op cen rechie een uibdrukking in de
onderlinze afstanden dier punten, die inva-
riant is, en wel is:

afst.(a,c) . afst.(b,c) afst.{a’',c')., . .
afst.(a,d) & BISt.(D,d) afstela a7 "

‘afé;t'(bg ’C' )
‘afst.(b',d"') °

Congruentie van twee drichoeken gaat in het
algemeen verloren, maar de eigenschap van een
figuur cen kegelsnede te zijn, blijft behouden,
zoals mal blijken. )

Beschouwen we eens die centrale projectie;
in de tekening zijn gemakshalve voor o« en /3
¢en verticaal en ecn horizontaal vlak geno-

men, en verder O vdbor « en boven A . Aan cen
punt p van ¢ wordt op cenduidige ﬁijzo ccn
punt p* vanj& toegevoegd. LUn onzekeerd is er
bij een punt p' van n een punt p van & , waar het de projectie van is.
llaar er zijn uitzonderingspunten: voor een zZckere rechte B in « lope
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de projecterende lijuen evenwijdig aan A, zodat die rechte geen pro-

jectie heeft; om een derzelijkerudin troedt won zdercrechte T in (3 niet als
projectie op (3a dit alles na). Ve rrojectid vanuit O geeft dus wel,

in het algemeen gesproken, een omkecrbaar eenduidige toevoeging tussen
de puntarvan of en de punten van /3, maar toch mankeert er iets aan.

Yoor de behoeften van de projeclieve meetkundc is het gewenst deze
schoorheidsfout weg te werken. Dit an door de nu volgende invoering
van elementen in het oneindige. Lvenwijdige rechten hebber dezelfde
richting, evenwijdige vlaklken dezelide stelling. 7e beschouven nu de
richting vau een recate T als een nieuw punt, éeg p, van die rechte en
de stelling van cen vliak  als ez nieuwe rechte, zeg 4, in dat vlak,.
De niewre punten en rechten noemen we punten en rechien in hel oneindi-
ge. svenrijdige rechten gacn dan door hetgelfde punt in het oneindige,
evenvwijdize vliakken door cdezelide rechte in het oneindige. Is P even-
wijdig @an of bevat in &, den zengen e dat p op A ligt. Van alle pun~
ten in het onecindige zullen we zeggen dat ze tezamen het oneindig verre
vlials vormen, dat ook alle rechten in het oneindige bevat.

Te (ebruilen t.a.v. punten, rechten cn vlakken de ene, uniforme
term incident zijn (met) voor: li_gen op, liggen in, bevatizijn in,
zaan door. Dan lkunnen "¢ op de volgende manier zes gtellingen formule-
ren, die in de met oneindig verrs clementen awngevulde ruimbte zonder
vitzonde-ing geldig zijas

1) Twee verschillende punten zijn incident met één rechte

2) =en punt en een rechte, dic nict incident zijn, bezitten één ver-
bindingsviak

3) Twee snijdende rechten liggen in één vlak

4) Twee verschillende in één vlak gelogen rechten snijden elkaar

5) ieu rochte en een vlak, die niet incident zijn, hebben één snij-

6) Twoe verschillende vlakken hebben één snijlijm.

Ik gecd hat bvewijs van 1) en 2): de rest doe men zelf..
Bewij=s ven 1). Voor eindize puntcn a ¢n b is c¢r nists te bewijzen.
Is a einiizi en b oneindig, dan is c¢r cen eintige wcente B, waarvan b

het oncindig verre punt is. Bn do rechte door a evenwijdig can B voldoet
aan de vracg. Is zovel a als b oneindig, dan zijn cr twee rechicn A en
B door & resp. b, die eindig zijn en verschillende richting hebben (om-
det a en D verschillend zijn). ficem nu een vlal, cvenwijdig aayr . en B,
en dcarvan doe rechte in 't oneindize. Die rechie is ecenduidip bepacld.

-y

Bewijs van 2). Zij a hot pont, B de ruchte. Het geval van eindige:
a en B is duidelijk; Is a oncindig cu B cindig, dan is ¢r ecn rochie

A die cindig is en door a gaat; en Geze rechte is nict evenvijdig aan
By, want anders zou a op B liggen. bus is cr eecn zendnidig bepaald viak,

door B cvenwijdig aan A, en dat vliak volduet aan de vraag. Isg a cindig
cn B oneindig, dan is cren zindig viak A, wearvan B de¢ rechha Sr-

Y4
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oneindigzce is; hot vlak door a cvenwijdig aan /A moeten we hebben. Voor
a en B oneindig krijgen wc het oneindig verrce vlak.

Om nu op onsze cecntrale projecctie terug te Lomen, we zien dat die een
ondubbelzinnig omkecrbarc tocvoeging gecft tussen do punten van X en
die van /5 + Zr valt nog melr op te merken. e noemen 4¢ verszaseling pun-
ten op cen rechive cen puntenrciks, en 4o verzaneling rcchien, die in e.n
vlalr 1isgen cn door cen punt gaan, ¢cn gtralenwacicr. D¢ centrale pro-
jectie vanuit O voert cen rechte in o over in cen rechie in g, en omge-

kecrd. Juist doordat we nu over oncindig verre clementen “eschikken,
ga..t c¢oun punienrecks over in ecn puntcenreeks en omgckeerd; in 't alge-
meaen zal een seindig punt van de ene puntenrceka corresrmondiren met het
oneindig verre punt van de anderce puantenrecks. Svenzo is er ecn omkcer-
baar ccnduidig verband tusscen de stralenwaadiers in & cn die in g3 . Lven-
tuecl is de z.g. drager van de ene puntenreeks, of de tor van dc cne
stralenvaaicr ccu clement in 't oncindige.

Voorlopiyg zullen we ons alleen met vliakke mesthunde bosiziouden. Het
met oneindig verre elemcniten -~ oncindig verre punten, dic op de cne, on-
eindip verre rechbc lizgen -~ aangevulde platte vlak heet hat projectie-—
¢ viask. Op €én eigenacrdigheid dasrvan wijzon we nog. =cn rechte hecit
de structuur van een gesloten figuur.
ilen kan dit b.v. inzien door dc npun-
tenreeks op A te projccteren op een
cirkel vanuit een punt n op de¢ cirkel-
omtrck, zoals in de tekening aangege-
ven: rechte A horizontaal, n = hoog-
stc punt. liet elk punt van de rechte
corrcspondeert in ¢én punt vaan de cir-
_ kelomtrek cn omzckeerd; hot oneindig

<4

l

zhs

14 3 4m “vorre punt van A vindt zijn becld in
" n.-Bi; dege.afbcelding blijft de ai-~

stvand van twee punten nict hetzelfdes

maar éé opeenvolysing van de punten

0n A wordt nict verstoord. Ln 4dit

o

lactstc vwil acggen dat de rechbe, wat de onderlinge rangschikking van
hear vmnven betrefd, to vorgelijlen is met cen cirkclomtrek, d.i. con
gesloton Tiguur. Dit geldt nict voor do rechtezond.r oncindig ver munt,
omdet den het punt n ﬂlbt als beeld optreedt c¢n de afbeoelding dus nict
gesloton is.

ils slot van dege inleiding bowijzen we de volgenac, van Jce argues
aflomstige, stelling met het hulpmiddel van do centrale project
Stclling. Zijn gegeven twee drichocken a b ¢ en a' b ¢!y, en gaan de
rochten a aty, b b, ¢ ¢' door één punt, dan liggen de snijpunten van
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overccnlomstisze zijden dier beide dirichocken op coen rechte.

-
-

1Y bewijs. ¢ vooren wen cemtrale rrojectic uit, zodanig dat twee
der genocamie snijpunven in het oneinciye komen ©. . i 7en. Dunnen we
bewijsen &ot dan ook hot «.iw¢ oncindig is, dan
sijn we ilcar. laar dit volst dircet (zie te-
kening), als mon opmerkt deb b.ve. het paar
rechten a b, a' b cevenwijdig is en evenzo het
paar b ¢, b c¢', dat dus dc drie parvcn lijnstuk-
kenpa,pai; pb, pb'; pecy, pc' ccn evenre-
digheid vertonen, cn dat dicntengoevolge ook de
ruchton a e, &' ¢ cvenwijdig zijn.

2 27 bewijs. Kics in d¢ ruimbc cen punt buwten het vlck der beide drie-
hocken cn projectecr vanuit dat punt &c¢ punten p,e,c', op cen v.chbe
pc® ¢ door p. Huisclijk sezcpd: zic de figuur ruimbtelijk. Dan zijn
de vlakkon a b ¢” on a' b o™ verschillende viakken, dic dus één snij-
1ijn bezititon. De snijpunten van dc dric parcn rochicn a b en a'b'; a c*
en 2'e’™ 3 b e®on bPe'* lizgen in boide genocmdo vlakken, dus op hun
snijlijun, d.w.z. 0p cun rochto. Zn biji torugprojectiren blijft dit laot—
ste zoldon,

Te nocmen twee drichecken, wearbi] do verbindingslijnen ven ovoereen-—
komstize hoclpunten door é€n punt gann, nuatporspeceticf. Twee drichoc-

»

ken, —acrybij d¢ snijpunten van overecenlkorngtige zijden op één wechte
b4 =

liggen, hotexn lijnperspecticf. In doze torminoloegis vnnen we de stel-
ling von Doessrsues aldus kort formwlcoren: Twee punbnorspecticve drie—

hoelken =iin ock lijnparspectiedf.
Beschouwen we de bij de zojuist howezen stol-

a ling optrcdende figuur nog 2ung neder. We mer—
,//Q\ ken op, dat daarin 10 runten ¢n 10 rcechten voor-
'g/ééilif\ konmen. En wel gean do?r ¢l. dicr punten 3 rech-—
///,7;;%7 : \\\\\\\ton en liggen op elk dicr rochien 3 punten. De
‘\\\‘\551\ ; 9 figuur verboont dus ecn [rotc symmvirle. Ln we
Q!\\\\”“$\~ haddcn bewczen: gaan do &ric rechten a a',b br,
\\\ 5 4’ ¢ ¢t door é&én punt 0, hct z.g8. pergpeetiviteits
\\ | centrum van do beide drichoeken, dan liggen de
\«5// dric punten p,q,r op één rzchic, de z.3. perspec-

e . e .
Tiviteiitsns del drichocken.

o

ot Dohwedn van deze figuuvr lunnci we cnmiddeldlijk ingzicn, dat ook

e hocven slcehts

de flguu: op cen andere menicr te Ploezen®, Het gegpevence, ot dc drichoe-

ken & b ¢ cn a'b'e’ puntpevspecticd zija go te dantorpretorcn, dat de

aric Jijnenparcen ge,rb; ga',rbf,ae' , hb'  dric snijpuaten c,c',o heb-
‘ie oo wen rechte gelegen zidin, s.a.we dat de beide drichoclien

aqa', brb' lijnperspecticf zijn. In dat p,q,r op cen rechie liggen,

et emgekocrde van de stelling vear Ueaarguds geldt.
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wil peggen dat de rechten & b, ¢ r, a'b’ door één punt gean, d.w.z.
dat de beide laatstgenoemde driehoeken ock puntperspectief zijn.

e merken nog op, dat de eigengchap van twee driehoeken punt ~ of
lijnperspectief te zijn invariant is voor centrale projectie. Te ge-
bruikten dit reeds in het 1° verijs. .

Oncaven. 1. Bewijs de stellingen 3) +/m 6).
2. Schrijf de 10 incidenties van een rechte met drie punten
in ¢e fisuur van Desargues op. Dc gtelling van Desargucs ¢n ook zijo
ongekcerde . spreken uit dot uit 9 van.deze incidenties de 10de volgt.
3. Ga na, of de volgende stellingen uit de gewone meetkunde
ook tot de projectieve mestkunde behoren: 4
a) De diagonalen van een parallelogram delen elkaar middendoor.
b) Vier rechten in alzerene ligging (d.w.z. niet drie gaan
door é¢n punt) hebben zes snijpunten.

IT De voorncamgte axioma's en boorippen van de projiectieve meetkunde.

e verieten nu wvat in de inleiding gezegd is, en gaan weer van voren
af aaon veginnen. e willen n.l. ¢en strenge opbouw van de nrojectieve
meetkunde geven., Daarbij diende de inleiding allcrcerst om U cen vaag
idee te verschaffen van wat projectieve meethunde is en om bij U een
gevoel van vertrouwdheid aan te kweken met de dingen die nu gaan ge-
beuren.

In &2 nmeetkunde bewijst men uitspraken ombrent figuren. Bewijzen
ig hierbi] altijd terugvoeren op andere uitspraker van eenvoudiger aard
dem.v. logische redenering. Dit is een reductie, wearaan uiteraard
erzenc e¢en eind moet komen, wil men niet tot in 't oneindige door blij-
ven goean. l'en neemt zekere uitspraken als basis, ern dat zijn de =z.8.
axioma'sg. Yie zijn dus waar bij wijze van afsprask, en de overige uit-
spraker. 37 n waar krachtens hun logische afhankelijkheid van die axio-
ma's. Tcor doze wijze van werken bereiken we dat onve uitspraken in een
hech’ sebouwn verenigd worden. sengelfde radicale standpunt als t.a.v.
de storlilinzen dcr meetkunde nemen we in t.a.v., do tegrippen, die in
degzge siecllinicn voorkomen, zmoalsg punt, rechive, Llggen Op €nz. sen san—
tal van oic begrippen komt in de axioma's voor; 4oroo zijn uitsluitend
gedeiinicerd door het feit dat zc aan de axioma's veldoen, zoals in het
schaakspel de figuren door hun bewegingsvetten, do spelregels,gedefi-
nicerd zijn en de werkelijke vorm der figuren er nict toc doet (een
peard kan nog vwel zonder paardekop fungeren). Anderc begrippen worden
d,m.v, cxplicicte definitie op die eerste begrippoen teruvggevoerd. Die
ecrste begrippen worden niet aangewezoen, maar impiicict gedefinieerd,
dewez. gedefinieerd door het feit, dat ze aan dc axicma’'s voldoen.

0f de punten en rechten van de aanschouwelijke neetkunde san de

exioma's voldoen is een anderc vraag. Deze vraag hoort niet thuis in de
strenge opbouw, mear is wel van belang. Immers we hebben graag, dat



Polie blz 6
onze mocsthunde nict ccn zinledig manocvrircn is met grondbogrinpen en
spclreccls, maar dat cr ook ccn systecm van dingen iz dat cr op van toe~
pagsing is: onze mcetkunde moet vatbear zijn voor één (of mecerderel)
intorpretatics. In elk geval mocten de axioma's zo gekozen zijn, dat ze
nict tot strijdige conclusics vocren, en ook zo dat dc aanschouwelijke
ﬁitspra&en van de¢ mecetlhundce dearin alswitospraken voorkomens Verder zullen
met neme de axioma's zelf 20 gekosmen worden, dat ze zo veel mogelijk
canschourelijk evident zijn. Wezullen dus figuren tekencn, macr deze
dizncn in de cerste plaets ter oandersteuning van dc logische redenc-
ringen. U ziet dat zo acn de aanschouwing toch rcecht wordt sedaan cn te-
veng Gat onzme onbouw verschilt van die der analytische‘meutkunde, waar
uiteindellijk de¢ fundamentale be,rirpen cn rcletics door gtelsels van

~getallen con vergelijkhingen wordcn gedefinicerd. 7o merken nog op, dat de
stronss onbouw c¢n de axioma's van de projecticve mecikunde, die we nu g

saan behandelen, anderg, algcumener, en daardoor simpelor zijn dan die
van de¢ gewone mcetkunde.

Later gullcn we in d¢ analyse con systoem van dingen vindcen dat aan
het axiomastclsel voldoet. Dit houdt in dat onze mectkundce cousistent
is, als we tenmingtce uitzaan van de consistentic van de analyse.

Axiomat s van incidentic.

A. Door twee verschillende punten gaat één rechte.

4%, Twece verschillende rcechton bezitvten minstons é€én snijpunt.

B. Cp clke rechic lipgen minstens dric verschillonde puvutons

B'. Br bestaan ccn punt en econ rechic die nict door dat punt _aat,
 C. Pontperspoecticve drichocken zijn ook lijnperspecticf (Dosarzucs).

serste sevolitrekkipzen. Hadden twec verschillende richiten U,V meer

o1

dan één snijpunt, dug c.a. a en b, dan gingen door a,b itwel verschillende
rechicn, in strijd met 4. Dus volpgt uit 4 + A' s

Att, Twee verschillende rochten bezitten €én snijpunt.

Deschouwen we cen prnt &, Br zijn twee puntoen bje zodanig Gat a nict

-

op ac¢ rochte be ligt, anders kwamen we in strijd met 3'. Op de rechte
be lizgt wepcns B nog cen derde punt d. Onder de rochion ab,ac,ad komen
sewn samenvallende voor (ga na). Dus hebben we: ‘
B¥', Door elk’punt saan minstens drie verschillende rechten.

Van C gcldt ook het omgekoorde CF {dim tc zicen op dezelfde manier
als in de inleiding).

Persnsetivitelt. Ve gebruilen de termen incident zijn, puntenrceks,
stralenvaaier, als vroeger. Stel we hebben twee puntenreeksen, waarvan
de dragers verschillend zijn. Het snijpunt dier dragers hote p. Deze pun
tenrecksen, zeg fp;a,b,c,..t} en {p,a',b*,c',..s} heten perspectiel vam
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het ecntrum 0, alg er ecn cencenduldige toevoeging
bestaat tusscn do punten vaun dc cnc on dic van de an~
dere puntenrceks cn daarbij toeguevocgde punten op ecen
rechte docr o liggen. Dat wil zeggen, dat de volgende
incidenties bvestaan. oza', obb', oce', cnz. Zort ge~
- zegd: de enc runienrceks ontstaat door projectie
; w Z ¢ vit de andere (zic figuur). Dabt die projcciie cen
cencenduiaige tosvoeging onlevert, volgt uwit de axioma's! Het punt p,
anijpunt &or beide dragers, is rennclijk acn gzichzelf toegovosgd.

Op eon de gelijke manier kunnen we perspectiviteit van stralenwaaiers
definiercn. De beide stralenmaaiers {0Q,4,3,C,...3 en{g, 4, B NN
met toppen resp. p en g heten perspectisf
t.0.v. de r.chte P, als er een ccneenduidi.e
toevoeging bestaat tussen de giralen van de
ene en die van de andere waaier en dzarbij
toegevoegie stralen door hetzelide punt van
P gacn; de rechte @ door p en q is can zich-
zell toegevoegd. le belde stralen waalers
ontstaan dus door eenzelide puntenreeks uiid
twee punten p en g te projecteoren. -

Volledige vierhoek en vierzijde. Hieronder verstaan we de figuur,
sevormd door vier punten, resp. rechien in algemene ligging, mét hun
zes verbindingsrechten resp. saijpunten. ldet algemenc ligging van pun~
ten of rechten bvedoelen we dat niet drie punten op een rechte liggen,
resp. drie rechten door een punt gaan. Te beschouwen nist de figuur
bestaande uit vier punten a,b,c,d met de vier lijustukken ab, bc, ¢d, da,
mzar we nenrecn de zes rechten ab,ac,ad,be,bd,cd. =n dan moct men van zelf
ook het begrip volledige vierzijde invoeren. Het is duldelijlk cat we drie
paren ovevstaande zijden (hoskpunten) kunnen acnwijzen.

Harmonische ligging, Ve zeggen dat vier punten p, gy.Y¥, S 0p een
rechte harmonisch ligzen, als eor een vollcdige vierhoek a b ¢ 4 bestaat,
zodanig dat p het snijpunt is van twee overstaande zijden dier vierhock,
' g het snijpunt van twee overgtaande zij-
den, tcrwijl van de beide overige zijden
elk door £én van de punten r en § gaat.

e geven Ge harmonische ligging symbolisch

ﬁggtdooi rs) De volledige vierhoek!
vag 1ot vfgr al "SasEe pdg v%q’gogL Van welke

P q s overstaande zijden p Lct snijpunt is,
enz., aoet er niet toe. Tant houdi H(pag,rs) de incicenties adp,bep,
abg, cdg, bédr, acs in, waarbij men or Q¢ volgorde vau de punuen let,
;aan blijkea L(qp, rs), H{e¢p,sr), H(paz,sr) hetzelfde in e houden,als
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men echtereenvolgens cbad, beda, bade als construcrende vicrhoeken

beschouwt.

Opgoven. 1. an men als axioma C ook nemen: lijnperspectieve drichoeken
zijn ook puntpcrspectief?
2. Beschouw drie rechiten F,¢,2 en projecteer de puntenreeks
op P vanuit ecn of ander centrum op Q en op dezelfde manier de¢ punten-
recks op Q vanuit een ander ccntrum op R. Bewijs dat hicrdoor cen ecncen-
dvidige rclatie tussen de pvntunrecksen op P en R wordt towpeuggebracht
en La na of cvenals bij de perspcctivitceit het snijpunt van ¥ en R aan
zichrelf is tocgevoegd. :
3. Definicer met behulp van cen volledige vicrzijde harmonische
 ligging vaa vierrechten in een stralenvagicr.

‘
¢

IIT Collincatics; nog enige axioma's.

Ten collineatic of dircete projectiviteid von et viek 18 ¢cn eeneen—
duidige afbcelding van het vliak op zichzelf, waarbi] punten in punten,
‘rcchten in rechtatovergaan, en waarbdij de incidentic van ecen punt en ecn
‘rechte bewaard blijft.

Gaat dus bij een collineatie het Huntenpaar a,b over in het punten
pacr at,b', dan gaat ook de rcchte ab over in de rechte a'bi. Blijfd
bij eon collineatie cen rechte vast, dan gaan de punten van aic rechte
weer in de punten van de rcchte over, en dit op ecnccenduidige wijze.
Deze door de collineatic op de rechte geinduccerde arbeelding heet
projectiviteit van de puntenrecks op die rcchte. '

M gemeen heten twee puntenreckscen projectief, als daartussen cen
cencenduidige relatic bestaat en er ecn collineatic van het plattc
viak ig, dic dc cenc in de anderc oveivoert., wvenzo kan men projcetiviteit
tugscen stralenwaaicrs definicren.

D¢ collineatie, waarbij de punten en rechten van het vlak vast blij»
ven, hect de identicke collincatic. Bij elke collinsatie v bestaat cce
invcrse, cangeduid door ' , die stcceds aan het beeld zijn origincel
tocvocst. Achter elkaar uitvoeren van7r en «~' gecft de identicke af-
‘beelding.

e zijn nu in staat om nog trec axioma's te formuloren:

D, Zijnp, ¢, vy s Vie: punten, waarvoor geldt H(pg,rs), cn zijn p,q,r
ivergchlll ¢nd, dan verschilt ook s daarvan.

;J. Laat cen projectiviteit op ecu rechte drie punten vast, dan laat ze
allu punten van die rcechte vast. Gevolg van axioma E: ecn projectiviteit
ow ¢en rechie, dic nict de identiteld is, bezlt ten hoogste twee inva-
rlante punten. ‘

sen collineatie voert cen volledige v1erhoek in cen volledige vierhoek

BEmm

over, DLiggen de¢ punten p,q,r,s harmonisch op ecn rochte, dan ook de beel—-
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den pi,gf,r',3'. Immcrs het beeld van cen construcrende visrnock van
het ccrate vicrtal is con counstrucronae vicrhock van net twoecde vier-
tal. sijn dus vwee puntenreclksen projectlef, dan blijft harmouische lig-
zing bij dic afbeclding bewaard: harmonische ligging is ecun projectief
invariante e¢igcnschap. v

e millcen nu een byzonder soort collincatie gaan bestudercn, waar-
vit tevens zal blijken dat e¢r collincaties bestaan. 77e beschouwen ds fi-
guur van twee driehocken, dic poerspectief zijn vanult cen prat p, c¢n
dus volgeng C ook perspectief vanuit dc rechite P. Te laten nu cen van
de hockpunten van de¢ driehock, beve c, en tegelijk het tolgsvoegde

hockpunt ¢' zodanig bewegen, dav de beide

drichocken perspecticef blijven, cn wel

stecuds met hetzelfde centrvm p cn dezelf--

dc as P. Dat wil dus zsggen, dat we ¢ va-

ricren on daarbij telkons cf zodénig bepa-
. len, dat de¢ rechte ce' door hot gnijpunt
Téx'p van aa' ¢n bb' blijft gasn en dat de

rccaten ac ¢n a'ce’ elhaur o» d¢ rechie
P blijven snijden (merkop dat van de toegevocgde hou'punten van dc beidc
drichocken twee parcn vast blijven en van de tocgevoegde zijden één
paer). Vanzelf blijft dan het snijpunt van be en b'e' op P. In plaats
van ¢ Kunnen we ook a laten varicron. Dit is nodig om het bewegende
punt elke positie in het vlak te kunnen doen innemen, zondcr dat we met
ontaarde adrichocken t¢ maken krijgen. Het is duidelijk, dat verandering
van & en dus ook a' geen invlioed hecft op ¢ en c'. We kunnen ecn hock=
punt op de as P tcrecht laten komen, b.ve ¢ in d; dan mocten 4,4', p
op ccn rechbe liggen en d'b' moct P in hetzelfde punt snijden als db,
GvWeze in d; hicrult volgt @ = 4t

Reswnercnd vinden vij, Gat bij gegovoen porspoectiviteitscentrum en

—- as @an elk puav 7 van hev viek eendvidig cen zunt x' is toage“
voegd. Deze touvoeging igs krachtens haar aard omkcurbaar. e vinden
x' dooxr x b.v. mct a te verbinden ci te letton on 4

axu, a‘z'u (u het snijpunt van ax met P). Punten van dc as P blijven
bi] dezc toevocging vasti

¢ incidecutbics pxx',

sat gebeurt cr mu bij deze toevoeging met sen rechite? Onderstel ecns
dat dic¢ rechte ni:t door » gact. Tlaztscen we onze drichock abe 70,
dat ac dic rochte is, dan gelden de incidentics pxx', acxv, a‘c'x’Vv.:
lMeaew., 1igt x op ac, dan ligt x' op a‘c', Gaat d¢ rechte door p, dan
blijft ecn punt van die rechte daarop. Stecds worden dus dc punten van
cen Tochte in de punten van cen rcchte afsebesld. Dit levert tevens
ecn tocvoeging van de rechten; dacrmce wordt de besproken tocvocging
een collineatie. Fe noemen deze collineatie con guasi .- persncetivite
uit Qu puntvn van ucn ruchte ontstaan i.h.a. de¢ tocgevoeogde punten
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op dc becldrcehte door projcetic vamuit het centrum, zodat ¢r cen pers-
pecticve relatiec is tusscen de¢ puntenrccksen op ruchie on bucldrechte.
2’ herhalcen, dat we ven x het beeld x' krijgen door te ciscn. x' ligt
op d¢ rechte px; ax e¢n a'x’ saijden clkaar op P

-

W

)

—illen nu m.b.v. axioma B bewijzen, dat cen collincatic die vier
punten in algemene ligging vastlaat, dc identiteit is. Latocn a,b,c,d
div vicr yuanten zijn. Do roehte door a,b gaat
over in d¢ rechte door 2,b e blijit dus vast.
d Zvenzo de rechten ed, ad; be. D punten p en g
als snijpuntcen van ab ¢n ed, resp. van ad en
bc blijven dan ook vast. Op dc rochte ab lig-
sen dric invariante punten, dus zijn alle pun-

AN
\\\\ \\\ // ten van de rechte ab invariant. Ook alle pun-
\\\\QJ
%

~1 ¢

ten van cd zijn invariant. Nemen we tcnslotte

cen illekeurige rcechte door g, Gan liggen
dascrop dric invariante puntcn, n.el. g cn d¢ beide snijpunten met ab cen
cd. Cok dic rcechte Hlijft dus punisgewijs invariant. M.a.w. alle pun-
ton van het vlak zijn invariant.

Vervolgens tonen we aan, dat ¢r cen collincatie is, dic vier pegeven
punten in a2lgemenc ligging in vier andors gogewen punten in algemene
ligging overvoert. Latcn a,bsc,d cn a',b',c',d' die twee wiertallen
punten zijn. Allereerst bestcat or con quasi - porspectiviteit died.v,
a,b overvoert in a',b'; het is voldocnde als
centrum tc¢ nemen het snijpunt p van de
rcehten aa®,bb' en als asecn willekeurige
rcehte door het snijpunt u van de rechten
ab, a'b'. Hen construcre zelf van nog ecn paar
puntcn de beclden. Laten ¢,d als beelden 01,d1
hebben. e gaan nu d¢ guasi - perspectivitedt
beschouwen, dic a'b' als as hoeld, 4 in
¢' overvoert en cen willckcurig andcr punt tot

centrum heeft. Laat hicrbij dz het becld van d1 zijn. Tenslottc ncmen
we de cuasi - perspectiviteit, dic a'b tot as cn ¢ tot centrum hecft,
terwijl d2 als beeld @' heeft. Hu is ccn quasi - perspectiviteit een
collincatiec, cn de afbeelding, die ¢ krijgen door achtcrucnvolgens clk
dezer (byzondere) collinecaties uit tc voeren, hecft allc ecigenschappen
van cc: collincatie. ©n hierbij gaat kennelijk het vicrtal a,b,c,d in
het vicrtal a',b',c',4' over. o
Uit ¢o laatste twee alinca's volgen twee belangrijke consequentics:
1.5y ig één cn slcchts é€én collincatic die een zegeven vicrtal punten
in algcmene ligging in con ander zodanig viertal overvoert. Dat or sen
. is, hebben we zojuist gezien; warcn er mecr, b.ve 7T, en T, s dan liet
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de collineatie 7 72“ s Qile onstaat door eerst ?t{“ en daafna 70 uit .
te voeren, het tweede viertal iuvariant en was dus de identiteit, m.a.w.
T =T
2. Len cecllineatie kan corgevat worden alsg het product van ten hoogs~
te dric quasi - perspectivitelten. Dit volgt uit 1. en de elinea daar-
voor.

Zijn twee puntenreeksen§0,a,b,c, ve} en
Lo,a',b‘,c‘, ++s} Dperspectici vanuit een punt p, dan is
er ook een quasi - perspectiviteit van het vlak, wa.r-
bij de ene puntenreeks in de auder overgaat, n.l,
de quasi - persvectiviteit met » als ceontrum en sen
willekeurige rechve P dooxr 0 als as, die a in
a' overvoert. ALangezien een quasi - peorspectiviteit
een colllneatle is, zijn de beide puntenreelsen ook projcctief,

‘ Zijn omgekeerd twee puntenreckgen nrojectief, dun kan de ene in de

- andere overgevoerd worden door caneenschakeling ven enige perspectivi-

~teiten. rien kan dit ingien aan de hand van geschikt gelioze» quasi -

pers-ectviviteiten. Of als volgh: Laten a,by,c dric punton in de enc en
',b',c' hun beclden in de andere puat-.n-

recks zijn. Beschouw de rechte ac'. Ir is een

perspectiviteit die de cerste puntenreeks

overvoert in een puntenrceks op de rechte

act', zodat dus a vast blijft en c overgaat

in ¢' (neem maar een perspectiviteit vanuit

een punt p op cc'). Laat b'' hierbij het beeld

van b zijn. Lr is verder een perspectiviteit,

die de pumtenrecks {a,b“,c', ...E overvoert

, » in {a',b‘,c', ees ], zodat a — a', bt = b,

¢ ¢'; dezc perspectiviteit moet het snijpunt g van aa' en b''b' als

‘centrum hebben. faneenschakeling van de beide perspectiviteiten levert

‘een projcecitieve relatie op tussen de beide puntenreeksen, waartij a in

,b inb*,c in ¢' overgaat. On dit is de gewenste projectiviteit. Im-
mers, &ls we even de gevonden projectiviteit door I en de gewenste
‘door 7, voorstcllen, dan is 7T, ”r" een projectivitelt op ecn rochte,
édlo dric punten a',b’,c' vastlaat, dus de identiteit,dus wwewy. = .

f We komen dus met twee perspectiviteiten uit. lngeval de dragcrs der
Epuntenroeksen samenvallen, hebbun we dric perspectiviteiten nodig (zie
Opsave).

In xet bovenstaande lizt tevens het boewijs opgesloten van de z.g.
furdamcntaalstelling ven de projectieve mectkunde, die als volgt luidt:

Gzgeven een drictal punten op een rechte, en nog e.n drietal punten,
ook op .eén rechte. Zr is precies één projectivitéit, die het eerste
irietal in het twecde drietal overvoert.
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e weten dat een harmonisch viertal punten bij een projectiviteit
weer in een harmonisch viertal overgaat. Omgeheerd kunnen we nu bewijzen,
dat, geseven twee harmonische viertallen, <r een projectiviteit is, die
het ene in het anderc overvoert. Bij elk viertal hoort n.l. een constru—
erende vierhoek; er is een collineatie die de ene vierhoek in de andere
overvoert, en daarbij gaat ook het ene viertal punten in hev andere over.

gaven.1. Bewijs de bewering in de tekst, dat een projectiviteit op
een rechte verkresgen kan worden door samenstelling ven drie perspeceti-
viteiten. -

2. Hen projectiviteit tussen twee rechten, waarbij het snijpunt
aan zichzelf is toegevoegd, is een poerspectiviteit.

3. Bij drie punten p,q,r op cean rechte is er sglechts €én punt
g, zodat L(pg,rs).

4. Bewijs, door te letten op de construerende vierhoek, dat in
de gewone meetkunde het vierde harmonische punt bij drie punten p,q,r,
waarbij ¥ het midden is van pg, het oneindig verre punt van de rechte
pg is.

5. Bewijs dat in ecn drichock abe binncren buitenbiscctrice bij
¢ de overgtaande zijdc harmonisch dclen (trek een rechte évenwijdig aan
cen bisceirice). '

6. Bewijs de bewering, dat bij een quasi-perspectiviteit het
centrunm op zijn plaats blijft.

7. Bij cen guasi-perspectiviteit kan het beeld ¢' van ¢ zowel
met behulp van het paar aa' als m b.v. het paar bb' geconstrueerd wor-
den. Het resultaat is in beide gevallen hetzelfde.

IV. Zen eigenschap van harmonische ligoing.
Toelichting op het axioma B,

De hoofdstukken III en IV zijn onafhankelijk van elkaar. Hoofddoel
ven IV is het vrcemde axioma = te bewijzen voor het geval van de ge-
wone meéctkunde. Eerst bewijzen we ecn cigenschap over ecn harmonisch
puntenvicrtal, dic we hierbij nodig hebben, maar die ook op zichzelf
van belang is.

Door drie punten p,q,r op een rochte is ecnduldig een punt s bepaald,
zodat geldt H(pg,rs)e

Het bewi%i voeren we allecen op grond van de axioma's A-C. 7e laten
\ zicn, dat als we twee voledige vicrhoe-
ken abed, a'bfc'd' hebben, zodanig datb
p op de rechten ad,be,a'd',b'c’ ligt en
q op de rcchten ab,ed,a'b',c'd’ en r op
de ruchten bd,b'd!, daaruit noodzakelijk
volgt dat de rechien ac en a*¢' elkaar
op de rechte door p,q,r in eenzelfde punt
snijden. Dat punt is dan met recht het
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het vierdc harmonische & en het is ecnduidig bepaald.

Letten we op beide drichocken abd en a'b'd', dan merken we op dat
corrcspondcrunde zijdon clkaar resp. snijden in g,r,p, dus in punten
dic op cen rechte liggen. Haar dan zijn die driehocken lijnperspectict
en dus volgens axioma C ook puntperspecticf. Dus dec rechten aa',bb',cc!
snijden clkcar in één punt. Om desclfde reden zijn de drichocken bed,
btetd' 1lijn~ en dus puntperspectiefs. Dew.ze de rechien bb',cc',dd’ snij-
den clkaar in één punt. Kert zozezd: de rechion aa',bb',dd’ gazn door
één punts Dat houdt o.a. in dat de drichoclcon abe,a'b'e’ puntperspec-
tief zijn. En dus lijnpcrspectici. Dit laatste beteckent dat p,¢ on het
snijpunt van ac en a‘c® op ccen rechie ligsen.

Begchouwen we nu in deo gewone meetkunde ccn perspectiviteit tusscn
twec puntonrecksen. In d¢ gewone mectiunde bestaat

4 X ¥4 \\;}ﬁ P
voor de punten van ccn rechte cen oxderclatie, waardoor we van elk
twectal punten kunncn zeggen welk van dc twee "links” van het andoerce
ligt; dezce relatic is transiticf. Bij onze abstracte opbouw hebbon we
dit beyrip nog nict. Laten a ¢cn b tot de eerste punfenrceks bchoren
met b.v.e & links ven b en a*,b* de beeclden van a,b zijn. Op het begrip
orderclatic berust aldus het begrip tusscn: in het geval a links
van b bcdoclen we mot de ppnton tussen a on b de puntcn Gle rochts van
a ¢n links van b liggen; in het goval a rechtsg van b zijn het de pun-—
ten rechts ven b o linke vz a.

) Laten w voorts de verzamo-
ling dor punten tussen a cn b het interval ab nocmen. .icn bokende el-
genschap, waar we nu nict nader op in kunncn gaan, is dat bij dc per-
spectivitcit Of dc punten van het interval ab op de¢ punten van het in-
terval a'bt afgebocld worden (zic linkse tekening), of do punten van
het interval ab op do pumben buiten het interval a'b' afgeboecld worden
worden (zic rcchisc tckening).

~¢ gullen nu cnige cigenschappen bowijzen dic allen hicrop terug
tc vocren zijn en zullen culmincren in dc stelling dat cen »rojectivi-
tecit, dic dric punbten op cen rochbc invariant laai, allc puntin van dic
rcchte invariant laat. Dit betckent nog niet dat we bij onze opbouw
axioma B kunncn laton vallen en dacrvoor de-orde relatic met do in de
vorige alinca genocmdc cigenschap in dc plaats stellen, want o zullen
in dc nu volgende beschouwingen nog ccn anderc cigenschap van de Bo-
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wone meotkunde nodig hebben, dic van veel ingrijponder aard is dan de
axioma's A-E en dic we daarom liclver overboord gooicn.

¢ tonen nu allcreerst aan: :

Tiggen vicr verschillende punicn P,qsrys op cen recchite harmonisch,

dan bechoort stecds één dcr puniten r en s tot hset interval pg e¢n dc andere

nict, —at we wel zo uitdrukken: de parcn pq eén rs scheiden clkaar.
Bewijs: "¢ gaan vit van dc vier punten
DPsQ,r,S en ecn construercndc vicrhock abed.

v "¢ kiezen ecn punt m op de rechte be, zodst

d¢ paren pb en .m ¢ ¢lkaar scheiden. e

construcren vervolgens X cn o als snijpunt

> XY van am mct resp. pq €n dr, y en n als snij-
sti:\\\\\\\ punt van oc met rcesp. pg en pd. Projecte-
| P k\§§'25 '; ren we npu het viertal punten pbme git
o o op d¢ rcehtc pd ¢n dsarna uit ¢ op de
) rechte pge. e krijgen ecrst het viertal

pdan, daarna hoet viertal pgsy. Omdat bij

projecteron scheidende parcn in scheidcondc paren overgéan,ﬁscheiden de
parcn pg sn 8y clkaar. Bij projcetic van hot vicrtal pbme uit a of uit
o blijkt cvonzo: de paren pg ¢n xs scheiden elkaar§ dc parcn pr en Xy
schecidcen ¢lkaar, Ondcrstellen we nu dat s buitcn het interval pq 1igt
(het zeval s tussen p cn q wordt ¢venzo behandeld). Dan ligt y tussen
P en ¢ ch evenzo X. Dat betckent datpbuiten het interval xy ligt; dus
r ligt in dat intorval. Op grond van dc transivitcit van de ordcrelatic
ligt r dan ook in het interval pq. |

Vervolgend bewiizen we: Liggen op cen rechte zes verschillende pun~
téen m,n,P,q,r,s ¢n 1ligt zowel het paar pq als het paar rs harmonisch
mct het paar mn, dan scheiden de parcn pq en rs ¢lkaar nict. _
Bewijs: Laat abed construcerende vierhock voor het viertul mnpg zijn. Is
¢! hct snijpunt van de rceaten as en-dn,
b!' het snijpunt van de rechicn c¢'m en an,
dan snijdt db* dc rechie mn in re Tant het
snijpunt van db' en mn vormt met m,n,s een
harmonisch gcelegen vicrtgl met able'd als
construecrcnde vierhoek; omdat het vicrde
harmonische punt ccnduidig bopaeld is, mocet
dit snijpunt r zijn. ¢ gaan nu cen aantal
perspeetiviteiten uitvoercn., En wel pro-
jecteren we de rechte mn vanuit a op dn, daarna vanuit m op an, en
tecnslotte vanuit & weer op mn. Daarbij gaat het viertal mngs achtcrecn—-
volgens over in dnce', anbb', mnpr.

—e weten dat van de beide pumben p en g één, zeg p, tot het interval
mn behoort; laat evenzo r tot~heffinterva1 mn behoren. Laat verder van

L

$ q



van de¢ beide punten p,r van het interval mn het punt r het meest rechtse
zijn, d.7.z. latcn de paren mr n pn clkaar scheiden. Maar den scheiden
ook dc parcn ms en gn clkaar. Gomakkelijk laat men zien dat mu Of r on

s beide tot het interval pq bchoren, Of pq beide tot het inberval rs
bechoren.

Van Geze elgenschap geldt ook cen omfering: liggen op cen rcchte
vicr vorschillende punten p,q,r,s en scheiden de paren pg, rs clkaar
nict, dcn bestaan e¢r twee punten m,n op die rechie zodat zeldat:
1{mn,pq), H(mh,rs).

Bewiis: Laten r en s tot het intcrval pg behoren; geven we de inter-
vallen pq c¢n rs door I, roesp. I, 2an, dan is dus I C I 41§ x cen
willekourig punt vin 11. Dan bestaat er één punt x', zodat het viertal
pgxx' hormonisch is cn één punt x", zodat het viertal rsx'x® harmonisch
is. Loot Xy een anderce positic zijn van x in 11 cn vel zodanig dat de

1 : A
T T

P X s ¢ X
paren px, en gx c¢lkaar schciden. svcenals in het bevijs van do vorige
eigcnschap ter gprake kwam, scheiden daun ook e paren pxa&en gx' clkaar,
Hierbij liggen de¢ punten x' en x1' buiten 11. Dus ook de paren rx% en
sx' scheiden clkaar. En dan ook de parca rxg , sx", Andecrs gezegd:s lipgt
Xy rechts van x, dan ligt ook x1" rcchts van x".
¢ boschouwen nu de overgang x —» x%, Hicrbij ligt x in 11, x" in IZ'

Het punt r heeft dc eigenschap dat voor x tussen p en r het becld x¢
stecds reehts van r, cen dus ook rechts van x ligt. Voor cen punt y van
I, treedt steeds €én van de beide volgende govallcn op: voor elk punt
x vit het interval py ligt hot becld x¥ rechts ven x, Of or is ecn
punt % in dat intcrval zodat x" samenvalt met x of iinks van x ligh. Het
serste govel treedt op voor y = r, het twecde voor y tussen Sengq .
Daarmee is het intervel I1 in twee klasscn verdecld, dis geen ven beide
leeg zijn, disjunet zijn cn samcn 11 vormen. Bchoort y tot de corste
Flasse, don krachtens dc construrtie clk punt van 11 links van y; be-
hoort y %ot do itwecde klasse, dan ook clk punt van 11 rechts van y.
Vocgt men nog aan do ecerste Llasse p ¢n de punten links van p toc en
2an de twecde klassc g cn de punten rochts van g, dan heeft wan dus
cen snede van Dedekind {(zic analyse, p.33). Nu bepaalt in de gewone
mectkunde eon snede van Dedckind ecn punt, dat df het mecst rachtse

an de corste & het mecst linkse van de twecde klasse is (bij exioma-
tische opbouw wordt dcze cigenschap gepostulecrd; ze houdt in dat bij
invoering van cen cdrdinaat op de ruchte aan clk recel gebal cen punt

i
4

is tocgovoegd).

“¢ maken de opmerking dat b.v. tussen p en y stceds cen punt x te
vinden, b.v. hét vicrde harmonische i P,¥sQe

Laet m het punt zijn, bopaald door die smede van Dedekinde. Dan is
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m"* = m. Stcl cocns dat m" links vean m lag, on dat y ccn punt tussen m®
cn m was, c¢n ¢venzo X ¢on punt tussen m" cn y. Dan behoort y tot de
. cersto Ilassgc. Maar omdat x links van m ligt, ligt x% lihks vaon m® en
; dug links van X. Dit is in strijd mct hot foit
\ ; ; dat y tot de cerste klasse behoort, Zvenzo weor—
m' XY o legt mon dc onderstelling: m® reehts van m.

Zij verder n = m*s Dan ligsen n on m harmonisch mot p en g, en ook
met r en 8. Dit mocst bewozen worden. Tovens hooft het goconstruecerde
punt m dc cigenschap, dat voor cum punt x tusscen p ¢n m het beeld xm
stocds reclts van X ligte Deweze et punt m is het meest linksce punt
mct dc zZenocmde cigonmsehap. Op degzelfde manicr kan men aantonen dot
¢r cen mecest rechtse punt in Iiiadat kon fungercn als punt m.

v

Uit het laatste kunnen we nu gemaklelijk halen, dat bij ccn projece-
tiviteit zoals goedefinicerd can het begin van ITT, scheidende paren
punten in schcidende parcn ovorgaan {on dus ool omgekcerd). Stel cens,
mct boegrijpelijke notatic, dat de parcn pq,rs clkaar scheiden cn de
parcn p'g*, r's' nict. Dan zijn cr punten m',n' zodat geldt: H(m'n',p'q")
¢n H{m'n', r's'). Omdat ccn collincatic construcrcndc vicrhocken in
construcrcndc vicrhocken overvoert en dus harmonische ligging invari-
ant leat, geldt voor de originelen m en n: H(mn,pq), H(mnrs). Haar dit
is in strijd met het feit dat de paren pq en rs elkaar scheiden.
Laat nu een projectiviteit met drie invariante punten a,b,c gegeven
zijn en een punt 4 verschillen van zijn
boeld d*'. Laast de orderelatie van de punten a,b,c,d zijn, zoals
L 1 ‘ in de figuur aengegeven, Tegens het boven-
a2 md 4 w 4 ¢ stoande ligt met d ook d' in het interval
ab. Het is geen beperking aan te nemen day van de punten d en d' het
tweede het meest rechitse is. e weten tevens dat door de prs iecctiviteit
het interval db op het intcerval d'b wordt afgebeeld. Bvenals in het
bewijs op p.16 kunnen we inzien dat er een mecst linkse punt van het
intervel db is, zeg m, dat mot zijn beeld samenvalt (evi. zouw in deze
redenering m ook nog het punt b kunnen zijn). Verder wordt door de in-
verse projectiviteit het interval ad' op het interval ad afgebecld;
daarbij is con meest rechise invariant punt, zeg n, dat &f a is & inhet
intcrval ad ligt. Dc punitcn n en m vallen niet samen; n 1ligt links van
. m; beide punten zijn invariant, maar géén punt va: het inbcrval nm is
invariant. Verder is o een zeker van n en m verschillend, invariant punt,
en wcl buiten hetinterval nm, Maar dan is ook het vierde harmonische
bij =,m,c invariant. En dat 1izt in het interval nm. Tegenspraak.
Hiermece is bewczen, dat in de gewone meetkunde axioma I verveld is.
~ Opgaven.1..Uit bovenstaande beschouwingen blijkt dat ook aan axioma “
. D voldaan is.




2. Leid zonder axioma E, orderclatics, of ccn snede van Dedekind,
af dat een projeetiviteit met dric invariante punten ook zeker nog een
vicrae punt invariant laat, n.l. ecn vierde harmonische.,

Leid, door op verschillende manieren cen vierde harmonische te nemen,
af dat de projectiviteit in opgave 2 zelfs oncindig veel invariante pun-
ten heeft (dat wil nog niet zcggen alle!).

4, Definiepr ordcrelatic in ccn stralenwaaier door tc snijden met
cen rechite en te letten op de orderelatie op die rechte.

5.vGeldt op een rechte H(mx,nx'),H(my,ny'), dan scheidcn de ‘paren

x',yy' elkaar.

Behandel in de laatste stelling het geval dat d nicet tot cen der in~
tcrvallen ab,be,ac behoort.

V. Invocring van coordinaten. Stclling van Pappus. :

Allcreerst moge ea. kleine wijziging aangcbracht worden op blz. 10.
Men lezme i.p.ve regel 10 ve.o. hoet volgende: Tenslotte voercn we nog twee
quasiperspectiviteiten uit, dic ton docl hebben d2 op de plaats van |
nhet punt d! te brengen, terwijl a',b',c' op hun plaats blijven. Te
voecren n.le ccn gquasgi~perspectiviteit uit die a'c' tot asaon b! als
centrum hecft, terwijl d2 op de rechte
a'd' kxomt tc liggen (merk op dat het
becld van d2, Z2Cg d3, met d2 cn b' op
cen rechte liggen; dat dus d3 het snij-
punt is.van a'd’ cn,dnb‘). En daarna
kunncen we door ccn quasi-perspectivi-
teit met bie! als as cn a' tot centrum

' ' d3 in d' brecngen. ,

Te willen nu zekere mectkundige operaties door symbolen wecrgeven,
waarvoor we algebraische operaties met prettige cigenschappen kunnen
definidren, en zo tot cen invoering van coordinaten goraken. Voor we
hicrtoe overgasn, maken we nog twec opmerkingen, dic voor het vervolg

von belang zijn.

In d¢ eerstc plaats wijzen we er op, dat er geen enkcl bczwaar be-
staat tegen het beskhouwen van quasi-porspectiviteidm, wacrbij het cen-
trum gop de as ligt. Zie de tckening,
alwoar de gearccerde drichocken abe
en '}J{; rpauntégt sfpoctlc,f AR it p
Zijne et 13 duidelijk, dat avenals
in het algemene geval, d¢ quasi-per-

gpectiviteit in zijn gchecl bepasld is
door as, centrum cn é€én tocgevocgd
Paar. Van cen vierhock, woarvaen de vier hockpunten uit twoc parcn toc—
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gevoegde punten bestaan, b.v. aba'b', hebben nu Iwee paren ovcrstaande
zijden hun snijpunt op de as.

De tweede opmerking geldt axioma E. In hfdst. IIT voerden we het
begrip collineatie in. Uit E volgde dat een willekeurige collineatie
verkregen kan worden als product van een eindig aantal quasi-perspecti-
viteiten. Aangezien nu bij een gausi-perspectiviteit het verband tus-
sen de¢ puntenreeksen op rechte en becldrechte zonder uitzondering (ga
na!) een perspectiviteit is, kunncn we volgende stelling, E ™ , uit-
spreken als conseguentie van axioma E: % ., Gaat een puntenreeks op
een rechte, door enige perspectiviteitcn na elkaar uit te voeren, over
in een andere ook op die rechte gelegen puntenreeks; en hebben voorts
die beidec puntenreecksen drie punten gemeen, dan hebben ze alle punten
gemeen.

Het is niet duidelijk, hoe men E als consequentie van E™ zou moeten
afleidcn; wij zullen ons met dezec kwestie, althans voorlopig, niet be-
zighouden. Toch is ¥ wel te gebruiken als axioma 1.p.v. E, omdat alle
verdere consequentics in IIT (en okk latere), afgeleid uit B, ook rceeds
getrokken kunnen worden op grond van I * , mits mcn macr onder colli-
neatie verstaat het product van eindig veel quasi-perspecfiviteiten.
Tant dan is er weer één en slcchts één collineatie die cen viertal
punten in algcmene ligging in cen wiertal in algemene ligging overvoert;
zign perspectisve puntenrceceksen ook projeccticef, blijft harmonische
ligging bewaard, geldt de fundamentaalstelling, is ecn projcctiviteit
door twce drietallen bepaald, en mogen daarbij die drictallen wille-
keurig voorgeschreven worden (zie blz 10-12). T merken nog. op, dat

aan het sterkere.axioma B voldaan is in het geval van de gewone meet-
kunde, zic hfdst. IV,

Len punt van cen verschil tussen con projcctieve cn cen cobrdinaten
Dectkunde is, dat in de laatste geen oneindig verrc clcementen voorkomen,
en in de¢ ccrste wel, on dan tevens, in onue abstractc opzet, gecn
bijzondere plaats innemen tusscn dc andere elementen, Dit maakt ver-
klaacrbaar, dat we bij onze pogingen om aan zekerc mectkundige operatics
algibraische symbolen toc te kennen beginnen met de benocming van cen
vaste, doch willekeurig gekozen, rcchte van het projecticve vlak tot
oneigenlijke.rechte., De punten op de oneigenlijke rechte heten oneigen—
lijke punten, De andere punten en rechten heten eigenlijk. ils we
voortaan zonder.meer van punten en rechten spreken, bedoclen we cigen-—
lijke elementen. Rechten met oneigenlijk snijpunt heten cvenrijdig.

in dezc terminologic kunnen we b,v, uwit axioma C aflciden: zijn van
twee puntperspecticve drichoeken twee paar zijden evenwijdig, daun ook
het derde paar. Vgl, hierbij de figuur op blz 4; als men asanneemt dat
Pq d¢ oneigenlijke rechte is, d.wez. dat ab en a'b', en c¢venzo be en
b'e! ovenwijdig zijn, dan zijn ook ac en a'c! evenwijdige
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Onder ecn parallelogram verstaan we cen vierhock abed met ab[/cd
en ad//bc- 7e zullen aantonen dat de diagonalen ac en bd.clkaar in een
: y cigenlijk punt snijden. Laten in de
N ¢ figuur ac cn bd als onecigenlijke punten
r en s hcbben, Dan is abed construe—
rende vierhock voor hect viertal punten
/’—p,q,r,s. Die vier punten liggen dus
harmonisch. Als nu dc vier puntcn
a,b,c,d algoemene ligging hcbben, dan
Verschilt r van p en q. Maar volgens
‘ axioma D verschilt dan s van de punten
P,qsre. Speciaal verschillen r en s van elkaar en snijden dus dce rochten
ac cn bd clkaar niet op dc oneigenlijke rechte,
¢ beschouwen nu twec soorten quasi~perspectivitoiten met de onei-

r

gunllgko rcchte tot as. En allerccrst zulkqg waarbij ook het centrum
a0nelgbn113k is. Gaat bij zo ccn a,b in alb! over, dan is aa'b'b een
ggarallelobram. D¢ constructic van het beeld x' van een willekecurig
%punt x is zo te beschrijven: voltooi het parallclogram op 2,a',x (als
‘toevallig x op d¢ rechtc aa' ligt, dan beschouwe men b,b'yx), Het ligh
in d¢ 1ijn van bovenstaande tecrminologie om zo'n guasi-perspcctiviteit
cen translatic fte noemen; daar hij vastgelegd is door één paar a,a’,
mogen e hem aanduiden door T g2 o scheijven T, ,(x) = x's Ligt x op
aa'y, dan ook x'; ligt x nict op aa', dan is aa‘x x ccn parallclogram.

e bewvijzen nu dat het product van twee translaties weor ecn trans-
NA latic is, Latcn we achterccuvolgens
\ uitvocren de translatics Taa’ cn Ta,
dic cen punt b ecrst in b' cn dan in
b" overvoercn. Dan goldt dus:

Ta'a" aa'(a) = a'; T a“ '(b)“b"
Zal Ta'a"Taa' cen translatlc 213n,
- . Q § dan is nodig (cn voldocndce), dat alge-
— A e meen de punten a,at,b,b" 3 op con
| T '\wr rechite liggen of cen parallclogram

a" ?

VOormcne.

e~

Comocten vbrochlllbndb gevallen onderscheiden. Laten allercerst de
punten a,a!,a" nict op ccn rechte gelegen zijn. Indicn nu in de figuur
8cen samonvallende lijnen optreden, zijn de drichoeken aa'a",bb'b®
Perspcetict op grond van de gegevens, dic men kan necrschrijven in do
vorm van de incidentics: gaa',gbb',ra' at,rb'bi,pab, pa'b', palb,

“n wel met p cn P als centrum on ag; dus snijden aa",bb" clkaar ook op
P ¢n vormen a,a",b"b ccn parallelogram. Deze redencring kan spagk lo-
Peny als er in de figuur lijnen samenvallen; liggen b.ve do punton
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1%v,a',aﬂ ep con rechte, dan is het punt r nict bepaald en volght nog nict
dat dc gncigenlijke rechte P de porspectiviteitsas is. Men moct in dit

| geval cen geschikte drichock ce'e!" tusscnschakelen cn kan dan afleiden
ceol /aa",cc"// bb", dus bb" // aa" (ga dit nal).

Liggen a,a',a" op ccn rochte, dan ligt b" op de rechtc bb! en is van-
zc1f bb"j/ aa". Hicrmee zijn alle gevallen afgehandeld.

. Ben translatic bozit ook ecn inverse: Taa:1 = Ta'a; hicrbij trocdt
dec idcenticke transformatic, die allc puntcen op hun plaats laat, op als
1, Dc assoeiativiteit van de beschouwde productvorming behoeft geen
‘betoog: dic geldt algemcen voor transformaties..Icts langer moetcn
we stilstaan bij het bewijs van dec commutativiteit.

Beschouwen we twece translatics Taa' en Ta'a"‘ Laat hierbi] Ta

1 |an(a)=
= g"' zijn. Uit het gegevenc volgt Ta’a"(a) =T

argnia') = a"; we willen
warTa.a"(a) = a'", Dit laatstc houdt immers in,ntde translatics
<
a‘a"Taa"TaaﬂTa'a" dczelfde zijn. Beschouwen we ecrst het geval, dat

Vl. a" nict op de rcchtec aa' ligt. Omdat
' a" cn a"™ de beelden zijn van a' rcsp
a bij de translatic Ta’q"‘ vormcn dan
ie¢ puntcn a,a',a",a™ ecn parallelo-
gram. Nu is T,, 4 hotzclfde als Taa"'?
en Ta,, hetzelfde als T o Dus

U '

v ’ Taa’Ta'a
~we mousicn hebbens Rest ons nog het gevel, dat &' on de rocnte aa' ligt.
¢ docn dit af doot tussenschakcling van con punt b, nict op dic rechte
‘gelegen, ondcer gebruikmaking van de associativiteit cn het zojuist

ibcwijzcn T
T

a al
,(. a) = {lla‘:}g E‘.”Taa.m( a) : a" ’ W{lt

hy

;bewezene: T&'&"Taa’ = (Tba"ma'b)maa‘ = Tba"(ma'bTaa*') = Tban(’ﬂa&'ﬂ’a,b):;
h CTba"Taa')Ta'b = (Taa'Tbaﬂ)Ta!b = Taa'(Tba"Ta'ﬁ) = Taaimala"‘
. Al met al hebben we bewezcn, dat dc translaties een commutaticve groep
vormen, mot als groepoperatic de productvorming roels dic bij trans-
formatics gebruikelijk is. _
g De twoede soort quasi-perspectiviteit met oncigenlijke ag, dic we
%&ier wensen te beschouwen, hecft cen vast, cigenlijk punt o tot centrum.
’Zulk.een quasi-perspectiviteit is wcer bepaald door ecn teegevoegd paar
%@’a" Stecds liggen asa' met © wp ccn rechtc; een rcchic ab gaat in ecn
dacrmec evenwijdige rechte a'b’ over, omdat het.snijpunt op de perspec—
iﬁiViteitS&S ligt en dus een oncigenlijk punt is. Het 1ligt voor de hand
go'n‘quaSi“POTSP@ctiviﬁeit eccn dilahetis te noemen.acn te duiden door
al

Taatre

Gemakkelijk is in tc zien., dat de
dilataties een £roep vormen. Zijn
-bo Ve Daa1 ’Da, an dilatatles; [ d.at’l 18

S e 2 Rl d -
ook Da'aﬂDaa’ een dilataties Tant
a',a" liggen op de rechie Ca; evenzo
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b'b" op de rechte eob; verder snijden de twee rechten ab,a'b? en ook.de
twee rechten a'b',a"b" elkaar op P; dan ook de twee rechten ab,albw,

Een belangrijke eigenschap is, dat ook deze groep der dilataties
commutatief is. Deze eigenschap ligt dieper dan de vorige die besproken
~erden, omdat we bij het Bewijs gebruik maken moeten van het axioma B
(of"*), —at bij de vorige eigenschappen niet het geval was. Later zul-
len we zien, dat voor de gencemde eigenschap B?Knlet gemist kan vorden@
dit houdt onder meer in, dat i ’(onafhankeligk is van A=D,

e baan vit van twee dilataties D a"D rgn® Daarvoor geldt dus:

Tatgn aa‘(a) = a", terwijl o,a,a',a¥ op een rechte liggen. e kiezen
pen punt b, niet op die rechte., Dan kunncn we b" = Vs gn? a:(b)
, Daa"(b) bepalen: o,b,b” liggen op een rechte en ab,a®db? snijden el-
kaar.op P, zeg in het punt 1, De vraag is nu, of ook geldt Daa‘La""(b)“

CJ

i= by,
- 7¢ beginnen daartoe met D aatDgtgn(P) te construersn. Berst bepalen we
§%et puns ¢ = Dy a“('b)g het ligt op éb:en de rechten a'b,ac snijden

‘elkear op Py ueu in het punt 2. En vervolgens bepaien we ¢' =D_.,(c).
»ﬂp € s bihvlp van het punt 3. Het gaat er nu om, of geldt: ¢! = bv,
%ﬁct punt o' als snijpunt van oe met a'3 is niet in de figuur gotckend.
| 213 w03 x het oneigenlijke punt van a'c, en y het oncigenlijke punt
éVun a'b, ¢ beschouwen nu een aantal perspectieve relaties tussen punten—
reckeens

. Oyajat.av ig perspectief vanuit ¢ met »,3,x%,2

Py3,y%,2 is perspectict vanuit a' met ps;ctic,b

®:8,a',a% is perspectief vamnit b met Py1,2,y-

_ Py1,2,7 is perspectief vanuit a" met p,b",c,b,

Poor vergelijking ziet men dat de beide puntviertallen p,c’c,b cn
P,b",c,b op de rechte oc projectief zijn. Aangezicn.szc dric puuien
“Hoen hebben, hebben ze ook het vierde punt gemeen. Dug of = b¥, wal
© bewijzen wasg.

"¢ knopen aan het voorgasnde hewijs nog cen opmerking vast. To hobhe
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iaten zien dat de rechte a'3 de rechte be in b" snijdt. Maar hetzelfde
begijs is. van kracht voor de bewering dat de rcechten ac en a'db" clkaar
op P, doi. de verbindingerChte van 1 en 2 snijdens e merken op dat
de keuze van de rechte P willekeurig was, evenzo die van 0. Dit houdt
in, dat we de beide drietallen a,a',a";b",c,b van te voren willekeurig
op twee rechten kunnen voorschrijven. Zo krijgen we ecn stelling die
geheel los staat van de beschouwingen over dilataties. Noemen we ter-
wille van de symmeitrie, de beide drietallen resp. 81385183 en b1,52,b3,
dan 1luidt deze.van Peppus afkomstige stelling:

Liggen op twee verschillende rechten twee drietallen punten 841858y

1’b2’b3’ dan liggen de drie snijpunten van de.drie paren rechten
a1 bg,az 13 a1b3,a3 15 8 3,a3b2 op een rechte,

Korte formulering van dit laatste: de drie snijpunten van de kruis-
verbindingen liggen op een rechte. Laten we eens op twee verschillende.
rechten twee projectieve puntenreeksen {a,b Cydyuns }en {a’,b',o’,d ,..a}

nemen. We verbinden a met b',c!,d',.., en a' met b,c,d,ses o Dan snijden
corresponderende verbindingen elkaar
pp een rechte R, Immers, beschouw de
rechte door twee snijpunten x,y en
snijd die met de rechte aa' in p. Dan
is, tngeacht welk punt d men kiest,
R het vievtal a,b,c,d perspectief met
D,%,¥,z" en dat weer met a',b',c’,d
‘ ot met 2™ = gnijpunt van a'd met R en d =
— 4 e, = snijpunt van az™ met a'b', Door bei-
'de perspectivideiten wordt aan.het vieptal a,b,c,d projectief toege-
voegd het viebtal a‘,b’,c',d’ « Het laatste is dus ook projectief met
a',b',0',d'; er zijn drie gemeenschappelijke punten, en dus @& =a,
z? = zs Een gevolg van de stelling van Pappus is nu, dat b.v. ook de
rechten ed*,c'd elkaar op R snijden. En hetzelfde geldt voor de kruis-
Verbindingen van een willekeurig tweetal paren toegevoegde pumten, b.v.
d,d',e,e', Zodoende hebben we de stelling:

Bij een projeétiviteit tussen twee puntenrecksen op verschillende
dragers snijden alle.kruisverbindingen elkaar op een vaste rechte,de
Z.8-n. Pappus rechte.

Dit houdt nog een andere methode.in ter constructie van toegevoegde:
punten, dan op blz. 11 gegeven werd,

e keren terug tot.onze translaties en dilataties en introduceren
algebraische :symbolen,We herinnerén er san, dat de oncigenlijke rechte
P en een punt o gekozen zijn; we kiezen nog een rechte door 0 en daarop
een punt £ 0 dat we 1 noemen. De punten van dc rechte o1 ‘uiden we aan
%ﬁt Griekse letters; «, 13 ;o is dus o of 1 of een ander punt van
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deze rechte. . )

De translatie van ¢ naar a, d.i. Toa’ schrijven we als a, en de
groepoperatie als optelling; en wel bedoelen we met at+b naar believen
het product van de twee translaties Toa’Tob‘ of het beeld van b bij
translatie Toa‘ Blijkbaar stelt o de identiteit voor. De dilatatie van
1 naar & A& O duiden we aan met (X ; we gebruikew nu de multiplicatieve
schrijfwijze, en wel geven we met O(/J en X X aan het product van
twee dilataties, resp. het beeld van een punt X . We gebruiken ook nog
de transformatie die aan elk.punt o toevoegt, aangeduid door 0, met
multiplicatiege schrijfwijze. .

Op deze wijze is onder..meer:het volgende bereikt: elk (eigenlijk)

“pumd-wan de rechte o1 is weergegéven door een symbool en er bestaan “
twee compositieregels, geschreven als optelling en vermenigvuldiging,
die op ondubbelzinnige wijze aan twee zulke symbolen een nieuw symbool
toeveegenas 'De som & + /3 van twee punten X +./J).n¢1. is bepaald.als
?,4 (A£) en het product A3 als Dy x (/3'). e willen nu 0.a. aan-
\’cipnen, dat op deze wijze een commutetief lichaam ontstaan is.

AMlereerst is a+0 = O+a = a, Osx =.0; 1:X = X, X1 = + Merk op,
dat de letters nu eens een punt, dan weer een transformatie voorstellen.
en dat Griekse letters punten van 01 voorstellen, maar Latijnse letters -
willekeurige punten mogen aangeven. De uitdrukking x.1 mogen we niet
‘opschrijven, want het zou betekenen het beeld van 1 bij de dilatatie
van 1 naar x, en zo'n dilatatie is er alleen als x op 01 ligt, Dat de
symbolen X zowel t.a.v. de optelling als t.a.v. de vermenigvuldiging,
exclusief 0, een commutatieve groep vormen, volgt gemakkelijk uit het
op blz.20,2/bewezene, als we bedernken, dat atb, X - ﬂ hetzelfde betekenen
als het beeld van o bij de opvolgend uitgevoerde translaties Tob’Toa
resps het beeld van 1 bij de opvolgend uitgevoerde dilataties D.‘/g ,D1¢( .

In de tweede plaats tonen we aan, dat de distributieve wetten gel=-
den voor de symbolen X , Te bewljzen zelfs:

(1) (X+p)x = aAx+ ax

(2)0((><+)r)=9<x+ Xy . .

Ad' (1)s Voor & = 0 of /3 = 0 is er niets te bewljzen. Rchandelen we nu
het geval Io'd £ 0,/3¥xoniet op . e construeren opvolgend -+ : :
A+ /332 AxX 4 AX (A +,4 )X ; in de figuur zijn evenwijdige lijnen

BRI ook evenwijdig getekend. .
Fi2 A+ = XX o = AX )+ =
,(3)( =T T .
s oS Tox )y )
XX AX =Dy (X, /3;("_-"1?18(-3’(.:
ﬂ M# (A+2)IX =Dyys 2 (X s
t In woorden: is p het vicrde hoekpunt

o2 < . ? B
Van het Parallﬁograzg'f opgebouwd op O, /3 s AX , dan 1ig" X +ﬁ op O1.

i’“’daﬁlg dat de rechte door p en o +,5 evenwijdig is asn &2 rechb
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1 eny en aan die door 3 en Sx ;{o¢ +4 )X 1ligt dus op de rechte door

pendf +2 . Blijkbaar wordt of X +tax = ( BAX =4 Y+ XX op dezelfde
manier gevonden als (& +,2 }X o

Ligt x # 0 wel op 01, dan schakelen we een punt y in, dat niet op
01 ligh, bewijzen eerst (X + 2)y = Xy + 2 y en daaruit (o + 8 )X =
= o4+ Rx (zie de figuur; laat 1 de rol van y vervullen),
- Ad (2), Laten eerst x en y niet op een rechte gelegen zijn. Beschouw
heg@arallelogram met hoekpunten 0,x,y,x+y. Het wordt door de vermenig-
vuidlgmg D 144 weer in een parallelogram overgevoerd, en wel met hoek~
punten Oy A Xy & ¥y, X (x+y)e Dus geldt X (x+y) = xtory, Liggen x en.y
‘wel op een rechte, dan splitsen we ep een geschikte manier y in y1+y2,

Te tonen nog een andere relatie aanm:

(3) X (3 x) = (A B )%
'Dit houdt meer in dan de reeds bewezen associativieve wet. A(CBY )=
as:( AR )Y o (3) volgt uit het feit, dat beide leden het beeld van x bij
een vermenigvuldiging voorstellen en dat beide leden voor x=1 gelijk
zijn aan Xp , '

Om codrdinaten in te voeren, moeten we behalve 0 en 1 nog een ander
prunt kiezen, Terwille: van de symmetrie noemen we 1 nu liever e.en kie-

zén een punt {buﬁ:en de rechte 01 Zij p een willekeurig.punt. We
trekken de rechten door p evenwijdig
aan Oe en 0Of,.d.w.2z. door de.snij-
punten a resp, b van Oe resps Of met
P, Dan is (zie tekening) p = g+h,
waarbij g en.h eenduidig op Oe en Of
bepaald zijn. Verder kunnen we g uit
e en h uit £ krijgen door een verme—
o P2 p; nigvuldiging; zij & =«4e, h =%, We
. zien dus dat p eenduidig te schrij-
;’*Ven is 8180( e+ s f, Natuurlijk is ook elke uitdrukking van de gedaante
Xe+p £ een punt van het vlak (rechten ha en gb snijden elkaar altijd
1n een buiten P gelegen punt, We noemen & en 4 de cobrdinaten van p.

Ve leiden nog een consequentie af uit axioma D, dat zegt dat bij

PN drie verschillende punten een vier-

de harmonische punt van ieder daar-
van verschilt, We gaan bij een punt

X ik & # 0 op 01 het punt =X = T, ,(0)
construeren. We doen dit door tussen-
- v S __¥omst van een punt X; we construeren

v e AR \x+o( m.b.v, oneigenlijke punten r en

ﬁ: en daaruit.-o( m.b.v. het parallelogram op O,x+o X en oneigenlijke
@un‘ten 8 en t, Maar we krijgen zo precies de figgur voor 2 constructie
gan het v:s.erde harmonische punt bij 0,8, 3 construe“ende vmrhoak is '7
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x,x+¢ st,7. En dus - & £ of, of anders gezegd 2 X £ o. Lettende.op het
' begrip karakteristiek van een lichaam, gedefinieerd in §6 van de cursus
:moderne algebra, kunnen we dus zeggen: het lichaam gevormd door de puns -
E%:en van de rechte o1, heeft de karakteristiek £ 2.

De verkregen resultaten kunnen samengevat worden in deze ene vewe-—
ring: het 1s mogelijk in het projectieve vlak operaties te introduceren,
zodanis dat de eigenliike punten een lineaire ruimte van dimensie twee
over een commutatief lichaam I van karakteristiek £ 2 vormen.

Zie voor het algemene begrip lineaire ruimte over een ring de cursus
noderne algcbra, biz. 12. Controlecr de vijf daar opgssomie definidren-~

de elgenschappen. Deze rij eigenschapren kan nog iets vercenvoundisgd
“orden on grond van de commutativiteit van het grondlichaam.
In de gewone meetkunde is L het lichaam der reele getallen.

VI. Codrdinaten. Rechten. Projeciisve transformaties. Dubbelverhou-

dingen.

In dit hoofdstuk wordt van de commutativiteit der vermenigvuldiging
in L zo weinig mogelijk gebruik gemsakt. Zij 4 de rechte dror o en een
runt k £ o met codrdinaten kyskye Deweze kypoky I Te schrijven kort
k = (k,;,k,). De (eigenlijke) punter van . zijn de punten van de gedaan—
te Wk, v & L. Immers — kX ontstaat uit k door de vermenigvuldiging
Van 1 naar ¢, en omgekeérd. De codrdinaten van vk zijn tk1~‘ 5 1:2,
vant Tk = t(kjetk,f) = T(kye)+ Tk, f)=( T kel v ky)f.

Een rechte B door g = ( ¥ 49 3’2) gaat bij de trenslatic -~.g over in
een rechte door o; een punt x van die rechte heeft bijgevelg ftot cobr-
dingten
(1) %f_— Yyt Tky, v§2= Yot rkz(met (k,l,kg) geker een prnt £ o van

die twecde rechte). In de betrekking (1) worden de verschillende

punten van B geleverd door T te laten varieren nr L; ze vormen een

Parametervoorstelling van B. Ve kunnen hierult ¥ c¢limineren ¢ o

garaken ot €én enkele betrekking tussen 731 &n ?’;2» waarin zekere

constanten optreden, cn die aangemerkt kan worden als de vergelij-

“ing van do reehte B. Bedenke deartoe dat L een lichaam is, dat we

Qus van ¢ik element £ o de inverse kunnen nemen. Van ky en k2 is zeker

€én £ o, nug k5. Dan herleiden ve:

o =t -1 - - e -1 -1 ‘
ok = 4k, + T, dus 54 =) 405 ok, = ¥ ok iy,
2)of § .+ F o (=1, e )4 3/21«:2"11{1—- ) =o. |

"® vinden dus voor B de lineaire vergelijking (2), ingeval k, Ao is.
 Uitgeande van k1 £ o vinden we ilets dergelijks. Te kunnen in ieder

geval zesgen, dat de cosdrdinaten van een punt ven B soldcen aan

een betreklking °
3 A+ 5,40 B, 40 met Ay, A L 040,

Het mooie is, dat omgekeerd de punten van het viak, Wiar‘ ,caiirdif—r

yhi T
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naten voldoen aan een vergelijking van de gedaante (3), altijd juistde
(sigenlijke) punten zijn van een rechte. Want is b.v. A4 £ o en

.

stelt men T, = T, dan krijgt men By=- A A, - A, A,

g

en heeft men (1). Me$ recht heet (3) de vergelijking ven een rechie.

Ben rechte is volkomen bepaald door de drie coGrdinaten

iy Aqs A 5 van zijn vergelijking (3). Ve merken op, dab het ga-
val ,rl,l: r‘Lz = 0 uitgesloten is en dat de vergelijking niet verandert
bij rechtsvermenigvuldiging met een element o £ o. Te gaan bewijzen,
dat, als een rechte aan twee vergelijkingen van de gedaante (3) vol-
~ doev, zZeg
,4) Agt i., ~.41+ ?j > ,.'12 =0, Mt %1 Moyt €2 My = 0,
. de beide drietallen ( ’lo’ &1, A 2)5( Mogs My )4.2) rechtsevenre~
dig zijn, d.v.z. door rechtsvermenigvuldiging wel met eén-elsment £ o

in elliaar overgaan.
Zij daartoe A 5 £ o. Dan volgh:
Ay A 24‘*' ?51 11 1’12"1'!- 7§.2 = 0, dus §2=— Aghtg =

~EL A, AT,
waaruit volgt

ot Sqmy =R A ?_”1* €414, A 9*1) Hop =0y
o = A AT et B0 aym A AT )= o
gb’) Neem nu tvt§e verschillende punten van de rechte. Zijn de ecrste co-
ordinaten van die punten gelijk, dan ook de tweede, op srond van

A, £ o en de eerste vergelijking van (4). Dus sijn die ecrsbe
codrdinaten verschillend. Maar dan volgt uit (5) door aftrekking

My = ﬁ1 A 2"1}ag =0, endus M, - A A 2“1}{,2 = 0. Vanzelf
geldt Moy = A 2' ,;\{? Mo = 0. inders gezegde ]

Fo = ARy T Mgy My= Ay Ay piy Moo= Ay Ay g

Dit houdt in dat dedrietallen rechtsevenredig sijin.

e noemen de coefficienten in (3) de colrdinaten van de¢ door (3)
voorgecstelde rechte, en spreken van lijncofrdinaton.

Ve hebben thans deze situatic. Bij elke rechue hoort een stel van
onderling rechtsevenredige drietallen ( A 0! A 11 A 2); het geval

/31 =/ > = 0 komt niet voor. Dit alles met uitzondering van dc on-
eigenlijke punten en de oneigenlijke rechte. We gaan nu deze situa-
tie verfraagien door, zoals in de Analytische meetkunde gebruikelijk
1s, homogene codrdinaten in te vaeren.

Met een punt laten we n.l. correspondcren een stel van linkssven-
redige drietallen, en wel met ( 7/’4’ ) o) Bet stel ( § € S5)
met § £ o, ?70"1 %1 = ¥4, ‘go' & , = Do Aan de oneigenlijke
rechte voegen we toe het stel ( fto,o,o); aan een oneigenlijk punt,
én el b.v. het eneigenlijke punt van de rechte door o én (kﬂkg)

e
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net drietal (o,k.,, k2) en de daarmee linksevenredige drietallen.

Hiermee is bereikt: aan alle punten en.rechten van hei vlak,
eisenlijke, zowel als oneigenlijke, is een stel links— en Tesp.
rechisevenredige drietallen toegevoegd. Alle stellen treden op, eon
wel steeds cenmaal- uitgezonderd het stel (o,0,0). Ve bewijzen nu,
dat onvoorwaardelijk geldt: een punt én een rechte zijn incident,
als bijbechorende drietallen ( Zr’ 1,5 2) en ( A o A 1 A )
voldoen aan de relatie

€, Sy v 5, =0
Voor cigehlijke punten en rechten volgt het uit (3) en de invoering
van lijn—- ¢n puntcodrdinaten. Zijn een eigenlijke rechte en ecn on-
cigenlijk punt (o, k1,k ) incident, dan wil dat zeggen, dat de rechte
evenwijdig is aan de rechte door o en (kj,k ), en dus wegens (2)
0.v. als codrdinaten heeft: )k, ey -y 1 - k,"'ky; masr dan
ig voor dat punt en dic rechte aan (6) voldaean wegens:

¥k, g0 + kg, Tk, = kyoky = o
Is de rechte oneigenlijk- en dus het punt ook, dan geldt (6) op
grond van A .o+ 03k, +0.k,=-0.

Thans wensen we collineaties en projectiviteiten uit te drukken
met behulp van het gevonden analytische model. Allereerst onderzoe-
ken we de projectiviteiten van de rechbe o1 in zichzclf.

D¢ translatie Toa en de dilatatie D1F y & £ 0 zijn quasi-per-
Spectiviteiten van het vlak. Op de rechte o1 induecren zij projecti-
Viteiten, welke met onzec ingevoerde notatics geschreven unnen wor-
~ den als
(0 g =%+x, 5 =pE (pfo)

. In bcide gevallen blijft het oneigenlijke punt van o1, zeg r, op
£ijn plaats. .

De overgang van ¥ op ?E, is ook cen projectiviteit van de rechte
01 in zichzelf. Construeeen we {2, . We kiezen daartoe cen pupt u
buiten o1; zij s het oneigenlijke punt daarvan. ¥c bepalen 5“111

uit u door de dilatatic van & paar 1;
door dieczelfde dilatatic gaat 1 in
=" -1 over. Vorgelijk de constructie
van &~ Tu uit u,1, & met dic van
u - & uit u,0, § « Merk op, dat r,u,s
vast zijn, maar & varieert. Het blijkt
nu, dat de overgang van S op 1 a1-
3 > dus verkregen kan worden door aancen-
chakeling van drie perspectivitciten: projecteer uit u op de oncigen -
b jke rechte P, dan uit 1 op ou en tenslotte uit s weer op ol, Dus is
transformatie
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@® T'=%" |
een projectiviteit. Men lcest in dc figuur af, dat o inr en r in o
overgaat. )
¥e willen nu dnder gcbruikmaking van axioma E laten zicn, dat

. elke transf&rmazif '
1 5 T .
(9) g = NE= met « ¢ .”9()( £ o
een projectivideit is van de rcchte o1 in zichzelf, cn dat omgekeerd
c¢lke zodanige projectiviteit geschreven kan worden als cen transfor=
matie van de gedaante (9).
Bewijs: Allcrecrst bedcenke men, dat het lichaam L ep grond van B
comnutatief is, dat dus het quoticent van twee clementen 2, T, met

T £ o zowcl door G 7/ als door i T 1, cn dus zondcr govaar door
g- aangegeven kan worden. De uitdrukking in (9) heceft dus ecn eendui-
dig bepaalde betekenis. Zelfs mag de noemer van het rechterlid o
zijn; we_bedoelen dan mct T ' het oncigenlijke punt r van de rechte
o1. We geven r w‘el aan door het symbool w. Voor w gelden dan of

grond van dc bij (7) en (8) gemaskte opmerkingen de rekenregels:

W+t =w, Po=wo (£ ~Ao), @ T <.
e schrlgvon nu.s '
{?‘2.{‘ - 1(5,2_;_}’0/ 1,,6’) - \(__1 LZ +}\+(J'O( "‘é\>
¥ S yo o« 8 yoec
- x*g Lo 1, 3y
syl ay Tt AR B =8 1, 3g. gg_
rye+ & YeE+yd

en kunnen dan (9) oplossen in cnige transformaties van het type
(7) of (8). We ¥unmnen n.1. gomakkelijk een aantal van dic trans-
Tormatics aanvi jzen, die, achter clkaar uztgevoerd, de transforma-
tie (9) opleveren. We onderscheiden hierbij de gevallen ) # o en
¥ = Gé13)2n het cerste geval le:é_%ien'

.2 : - .

AR S CO R A

z {3 { - . v Ny T

_»;(-w) - 2;(2)} 1,5 2 (s —ad) £ (3)

Wa~rb13 spenlaal de vierdc transformatic van het type (7) is op
grond van de voorwaardce _-5’) - £ o, tO“‘G {(9). In het tweede ge-
vel ig T = & 1(0(2 +.3) = 1%"}; +d 1 x A3
onmiddellijk te verkrijgen door combinatic van twee transxorma’clcs
(M; ¢ Tx - 0, d.w.z. X = 0 is nu nict mogelijk wcgens ) = 0, ¢ =
=3y £ o.

Laat omgekeerd een pro,}ecmvl‘cut T gegeven zijn. Laten P, Y,

E;“"“ de’ punten zijn, dic overgaan in 0,1,00. Dus 7(§) =0, 7 ( \{) =

=1, (W) = ® . We beschouwen nu de transformatic
Wm PRI Sl R ol S
‘ RS g_— -ty Vo w H

s éﬁvallen “= 00, of 1& © of w=mmoet (10) vewangen‘m#daw%‘o
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¥ K-, - 4D
1‘1’) g' =w, E' :—_M s ?g" =:-§—_—2‘,-.'
g’ 2wy’ 7 Ry

Omdat »ecen projectiviteit is, d.w. z. een cenccnduidige transforma-
tic van de rcchte o1 in zichzelf, zijn @, Y’y altijd verschillend.
Dan is 2ltijd (10)(resp. (11) begrepen in het type (9). Dus is (10)
een projectiviteit. Verder voert (10) de punten ¢, 1 ywopvolgend
over in o,1,00, stemt dus met 777in dric punten overceen, is dus
hetgeifde als 7.

Door gebruikmeking van de reeds ingevocrde homogene colrdinaten
kunnen we cen onbevredigend clement in de voorgaande ontwikkdling,
n,1. het gebruik van het symbool oo, elimineren. BZen punt 5 op de
rechte o1 heecfit als homogene codrdinaten ( 2 21,0), waarbij

ol g 4= € is; voor € £ o is hierbij % ;é o te nemen en voor

“s’;xoo nemen we & =0, £, A o. Nu wordt (9)

- ‘5 1 x Ba ”2?- -+ 2.
: = »
1 3" .Ep E”.l -+ (‘,\
ofwel
r T 3T
St=rS, +d 5,
Dit moet dan zo gelezen vorden bij elk punt ( i'>o" ’0) word’®
£én cxomplaar van het stel evenredige drietallen ( ‘5 —)1 'y0),

dat bij het beeld behoort, gegeven door {12). De meest a]_gemene
projectiviteit van de rechte o1 in zichzelf wordt in symbolentaal
weerzegeven door formule (12), en omgekeerd. Formule (12) heeft het
karakter van een lineaire transformatie.

De projectiviteit, die %,, % 2 %73 overvoert in resp.

E«;': %—2 ’ 23 » kan worden p‘eschreven in de vorm
13y =752 . E3mdp ElLE  E3'LS)!
551 5% glg’ 5

want enerzijds krijgt men ' = &,! bij invulling van S= T, (i=
= 1,2,3), en anderzijds wordt %' na oplossen een uitdrukking van
de zedaante (9) in . Bij dit alles zijn inhomogene codrdinaten

gebruikt. Ingeval een der getallen ‘éi of ©° ; 8elijk aan w is,

moet men eenzelfde wijziging aanbrengen als in (10).

Door invoering van een nieuw begrip kunnen we (13) nog anders
lezea. mis %5, %, 23, 24 vier punten van de rechte oi zijn,
dan _hoemen we de uitdrukking ~

14) ?4 =2 : )3" E?—
5% 555,

de dubbelverhouding van de vier punten 5., geschreven:@ ',




P.M. blz 30

DV ( 'CZ:,I,A Sps )3, "E Ye .Bij een projectiviteit zijn voor vier pun-
ten en hun beelden de uwitdrukkingen (14) aan elkaar gelijk wegens
(13), anders gezegd: de dubbelverhouding is invarient. Leggen we
ongekeerd aan eén seneenduidige transformatie van de rechte o1 al-
leen maar de eig op, dat dasrbij de dubbelverhouding van drie vaste
Punten en een vierde veranderlijk.puant invariant is, dan is die trans-
formatie een projectiviteit, omdat die eis een andere manier van uit-
drukken van (13) is, Dus: projectieve transformaties zijn gekenmerkt
door het feit dat ze DV invariant laten; voorts zijn ze identiek

met de transformaties van het type (9).

Kiezen we in {13) 21 = Q0 5 2{52' = 0, J3 = 1, dan wordt het
rechterlid & '. De dubbelverhouding van vier punten is dus de co-
ordinaat, die het vierde punt krijgt wanneer men door een projectie-
ve transformatie de eerste drie punten overvoert in o, o, 1. Men
noemt DV( T 4, 3, %3, % ) de projectieve cobrdinast van T %.o0.v.
de punten ?};1, %:2, gs. Ve kunnen met bovenstaande redenering gemsk-
kelijk een multiplicatieve eigenschap van de dubbelverhouding be-
wijzen. We hebben:

DV(o0, 0,1, € ) =%, DV 0,0, ©,% ) == , DV(®,0,1, ) =y
Omdat nu de dubbelverhouding een projectieve invariant is, geldt:

5) V(o Ry, % ). DVAF,) = DV(, 3,77 )
Projeetieve codrdinaten ontstaan uit elkaar door een gebrokem line-
aire transformatie.

Met homogene @&odrdinaven krijgen we het volbunde de DV van vier
punten op ol is gelijk aan A, als we die punten door een transfor-
matie (12) over kunnen voeren in (1,0,0),(0,1,0),(1,4 ;0),(1,%,0):Toe-

8sing van (12) lecrt ons dan: onder de stellen evenredige drietallen
voor de vier punten kunnen we gulke keuzen dcem, dat er kemt
(¢, ,0),( B, ,0),{€+3 , 7 +X,0),(&+ A5, y+ AX,0). En omge-
keerd is de DV van zulke vier punten altijd gelijk aan 4.

De DV van vier punten op een willekeurige rcchte, een andere
Techie dan o1 dus, definieren we als de DV van vier punten op o1,
waar dat eerste viertal door een collineatie in over te voeren is.
Deze definitie is geoorloofd, omdat die DV op o1 bestand is tegen
eecn projectiviteit en dus niet afhmngt van de in de definitievgenoen-
de collineatic. Speciaal is de DV invariant voor projectie van het
vicrtal uit een punt op een andere rechte.

e merken op grond van (1) op, dat, in de taal der homogene
codrdinaten, vanneer x = ( § o? ‘?)1, %2)“;61:1 vy = ( VAP L) ”‘)2)
twee verschillende punten van een rechte gijn, de punten van dic
rechte juist gepresenteerd worden door de drictallen van de gedaante

A x+ M y. Want we kunnen (1) zo uwitdrukken: de niet— homogene
cobrdinaten van een punt van de rechte door de 'bgida punten met



met hemegene ce¥rdinaten (1,is7) en (O,k,, k;) zijn te schrijsen in de
gedaante: | |

=54k = g +(0 ~/ )k, , E= bk pdk -1k,

homogeen worden ze dus gégeven door p+(T-1)q, als we nemen
p=(1,:, +k , i +k. ), a=(0,k, ,k, ), wat beide punten van de rechte zijn.
Door linksvermenigvuldiging met een factor # O krijgt men de punten in
‘de gedaante ! p+/.q; daar is tevens het punt q in bevat door de keuze - =0,

#=1. En we 2ijn 1n deze voorstelling nlet gebonden aan de punten p en q;
b.v. vervanging van q door r=4 p+/i.q, verschillend van p, dus met i, # 0,
gaat zo: aq= vr= 30, A, p, Ap+eq=(4-2304 ) p+ 1o p. Men kan het resultaat
van deze alinea ook verkrijgen docr discussie van de schaar oplossingen
»vaﬁ de vergelijking (6) bij Vastetﬁ;.

We willen nu laten zien datalgemeen vier punten van een rechte met

DV= ~ voor te stellen zijn door drietallen

-

X=( ;’.',;.-) s ;:: )i y::( s Prs A ): X+y=( ::.- + s ’ + s :' »+"/.:;)
x+ 4 y=( -, +/9,, y Ay, A ).

We beschouwen eerst het geval dat de rechte niet door (O,Q,l), het oneigen-
11 jke punt van de rechte Cf,gaat. Dan zijn van een punt van die rechte
noeit de eerste twee codrdinaten tegelijk O. Dooer projectie uit (0,6,1)
op 01 gaat een punt (%,. ,7,) over in het punt ( 3,° ,0). Laten de vier
genoemde punten met DV=,/ bilj dle projectie overgaan in x',y',z!',u', allenm
met laatste codrdinaat O. Omdat ook de geprojecteerde punten DV= .- hebben,
is blijkens een hierboven uit (12) afgeleide bewering een keuze voor de
drietalien te doen, zodat z'=x'+4y', u'=x'+,y'!'. Zijn nu x',y',z',u' ont-
staan uit x,y,z,u , dan voldoen die aan de vraag. We kunnen de rechte waar-
van we uitgingen, ook nog b.v. vanuit (1,0,0) projecteren op een andere
rechte; de redenering is daarvoor te herhalen en we hebben zo ouk het geval,
det de rechte wel door (0,0,1) gaat, afgehandeld,

I» het hsvenstaande zit epgesloten, dat we voor drle verschillende pun-
ten sp ecn rechte als drietallen kunnen uitzoeken ( ,7 ,7.), ( .,% .00,
(3;+'~’i;+7z’?;+iﬁ): Dit volgt ook ult de voorlaatste alinea.

We zagen: zijn r=yp+ /4, s=;3p+~,q twee verschillende punten van de
rechte door p en q, dan kan een willekeurig punt j, p+:.q van de rechte ook
geschreven worden als f r+ vs. D.w.z. zijn de paren «,¥. eng@,ﬁg niet
links~evenredig, dan bestaan er elementen (", , zodat 3 =% +ﬁ?§, Jo=
=p4+cof; is. We bewljzen dit nu rechtstreeks voor willekeurige X,33 .

Uit het gegeven volgt dat er geen elementen Ay As # 0,0 zijn waarvooor
AN +3,@,=O,2;%"+);ﬁ;=0 i1s; di% houdt tevens in dat = =Y. =0 uitgesloten is,
Z1j % # 0. Allereerst merken we op dat er ook geen »,,j¢; # 0,0 zijn, zo-
dat wn+%n =0, f5i,+fi,=0 1s; waren er wel zulke )4, /t; en kozen we 4,"#
#0,0 met - +4 ¢, =0, dan was voor dle /£, ,4; tevens |
O= i (o, #5043+, (F 0, + Bpa)=(4, %, +4, 3 ), +(A % + A 5)
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= (L +7 )0, wnmdus 4y +°, % =0, =t %, A0 Dbr cht nooizckelijk
M. A 0 mit aich mec,
We kiezen nu getsllen jieni,, en wel jy=1, )i, == "»’,“{:7'2. Dan is
Yo, vl =0, B, #5344 0 en volgt 2it de oorspronkelijke vergelijkin-
gen
y, i, ti =000, +¢tz)+ R CEHTRE T EIC R G I e I

Hieruit is T op te loszsen, deerns is wegens « £ O ook @ te vinden. We
merken nog cp dcter ook msar één oplossing vcor p,7 is, immers het stel
0=y +u,, O={ ¥, + 73, heeft slechts één oplossing: de triviale.

We tonen ook nog aan: bezit van de twee vergelijkingsstelsels in
drie varisbelen @,7,r3

” f»:‘)(o +(,!:.3m+ T,T() -,_,—0 {,".-\f‘_‘ +{§{% + 2&“\ - ",n
J ey +93 +T§ =0 enj P +08 +7y, =
R +ﬂ{51+2'f}’2'=0 ooty +70 4T o= ¢,

het eerste al’~2n de triviele oplossing (=" = 7 =0, dan+bezit het twee-
de voor elke keuze van -, , 4, 57, een oplorsing, en wel eenduidig be-
paald,

Bewijs: Het geval =,= %, = %, =0 kan niet voorkomen: men kan dan gemakke-
1ijk een niet triviale oolossing van het eersie stelsel aangeven, Zonder
beperking der algemeenheid mogen we veronderstellen: »,# 0. Er zijn
elementen ?;?{ y A, zodat o + x4, =0, v, ++.4,=0 is. Dan volgt:

f"("") +E"‘0/3/ )'*' oF ( l/% "':"?v’}r )+ T ( \?, +a¢.&, )="‘;+ "o’?t
fQ ( ’(I+ ""‘a";).? )+ ﬁ"( ,.{L+ "E.T'}L)*' T ( :}i"‘a‘.w’él )= J;+ r‘: !}L ¥

?&at we kucnen noteren als 3 +vg =3, a8 vy, = 4.
Een oplossing in 7, T van de vergelijkingen 78'+1p'=0, 73/ + 75 =0 is
noodzakelijk de triviale, krachtens de volgende redenering. Stel, dat
er zo 'n cplossing @,7 £ 0,0 was. We Kunnen wegens 'iﬁ;é Q0 zodanig p be-
palen, dat @Y + 5 +7x =0; voor de zo gevenden P, 7 ,7T is dan ook
P+ + Tr =0 wegens ph+35+ Ty = 3 + Uy~ #5474, ) 1, , en evenzo
FY+of,+0§=0. Dit is in strijd met de onderstelling, dat ~, 9, 7 met
die eig:nechappen noodzakelijk het stel 0,0,0 moeten zijn.

Voli~us het vorige is m o3+ 74 = &, 76, +73,'= 7, eenduidig oplos-
baer, T:unclotte is vij o, T nog [ te bepalen uit de eerste vergelij-
king van het tweede stel, wegens ¢, £ O. De zo gevonden {°, 97, T voldoen

aan het tweede stel vergelijkingen.

We beschouwen nu een collineatie, die de punten (4,0,0), (0,0,1),
(1,1,1) resp. overvoert in (9, % ,%),(3,,/3 s/%) y (3,. R RL L ) ,(C‘,; v 6y ¢l
De punten hebben kennelijk algemene ligging en de collineatie is door
deze gegcvens bepaald. We mogen het bovenstaande toepassen en hebben
dus elementen p, o, T zodat pP.(x%, )+ T {f 5 1)+ T (Fsdi 112

=(% 14,,9%) is. Wegens de rlgemene ligging zijn tevens (>, ,c allen
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van O verschillend. En we kunnen de eercte drie genoemde drietellen
van te voren door zulke linkscvenredige drictallen vervangen denkensg,
dat . =7s=r=1 uitvalt, We novmen de vier drictallen onder deze omstan-
digheden opvolgend x,y,z,u en hetben dus U=X+y+Z.

We vragen nu naer het beeld van het punt (2 » Jiy v ) bij de collinea-
tie. Het antwoord zal heel simpel zijn en aanleiding geven tot een ana-
lytische formule voor de collineatie. itet beeld van (1,1,0moet liggen
op de rechte door x en y, en ook wegens (1,1,0)=(1,1,1)=(0,0,1) op de
rechte door x+y+z en z., Dat beeld moet dus x+y zijn., Evenzo zhjn de
beelden van (1,0,1) en (0,1,1) resp. x+z en y+z. Verder gaan de punten
(1,1,0), (0,0,1), (1,1,1) over in resp. X+y,z,x+y+z; het punt (1,1, )
gaat dus over in x+y+: z; beide viertallen hebben DV=. , Evenzo betoogt
men dat (1,0,,;/) en (0,1,)') overgasn in x+i 2 resp. y+:,/z. Mesr dan is
op dezelfde manier 4 x+;ty+isz het beeld van (4 , 1,1 ). Noemen we

E', y,'g de cobrdinaten van /A x+py+ 13, dan krijgen we de volgende
beschrijving van de collineatie,

: ?; :/ ¥.5+}‘;3.+ 11,\"
(16 { y =Aueue g,
S =1)"¥2 +_;.zll?}‘+ Vs

wat we cen lineaire transformatie noemen, Uit de beschouwingen volgt
nog, dat elke lineaire transformetie van het type (16), waarbij de co-
efficientenkolommen niet lineeir afhankelijk zijn, een colléneatie wwer-
geeft. Men ziet duidelijk, dat (16) een nitbroiding is van (12). De
formule moet weer zo gelezen worden dat bij cc¢n punt met drletal homo-
gene codrdinaten A, ,s Fformule (16) een exemplaer van het steir 1inks-
evenrcdige drietellen levert, dat bij het becld hoort.

Er is nog een anderc opvetting van trensformatie, die niet onver-
meld blijve. We hadden tot nog toe steeds transformaties van het vlak
of cen rzchte en de puntea dearvan, d.w.z. ecn ceneenduidige toevoe-
ging ven die punten san andire punten., Maar we kunnen cok, wat in de
anslytische meetkunde gebeurt, cen transformatie ven codrdinaten onder-
nemen. D.w.z. we kiezen een andere rechte als oneigenlijke rechte en
andcre punten als O,e,f en definieren met behnulp dosrvan onze codrdi-
nater. We kunnen het zo zien, dat b.v. de punten O0,e,f,e+f ons "codr-
dinntoncstelsel® vastleggen. De genoemde vier punten helben algemene
ligging. Hebben we nu twee"codrdinetenstelsels, dan wordt daardeor
de volgende ceneenduidige afbeelding x «x' van het vlak geinduceerd:
de collineatie die het oude viertel in het nieuwe viertal overvoert.
Blijkbaar worden bij deze «fbeclding sommen en producten van licheams-
elcmenten in elkazar afgebeeld, want alles is gedefinieerd met behulp
ven zekere figuren, die bij de afbeeclding meegaan. En het is geen be~
zwasr san x dezelfde codrdinaten t.o.v, het oude viertal als asn x'
t.0.v,. het nieuwe viertal toe te kennen.
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De nieuwe colrdinaten van x' zijn gelijk aan de oude van x en ont-
starn dus uilt de nieuwe cctrdinatin ven x' door dezelfde lineaire trans-—
formetie ven nhot type (40), sls Ji. ‘¢ collincatie x99 x' beschrijft.

Men kan ook de preojceticye codrdiinare von ecn punt op ¢un rochte t,a.v.
drie andere, verschillicuds pomten op ¢ic rechte in dit lienht zien, De
dubbelverhending ic invarimnt voor ecn iransformotic van cobrdinaten,

Opgavan:

1. G2 na, wazvon we veor de reehte lijn een lincaire vergelijking vonden,

2. nv(d:ﬂ& U'r & ).D'f(:“(,/} 3 813 )=1

3. In cen lichasm heeft de verpelijking 72=1 hoogstcns tw.¢ oplossingen.

4, Leid uit 2., 3. en axioma D of: zijn ,A, ¥, § een harmonisch

. viertal, dan is DV({,p3 ,§ , ¥ )= -1.

5¢ Z1) ¢f een punt van 01, Hoe construcert menm
(m en n natuurlijke getalien).

6. Wat is het snijpunt van ¢en rechte (1,1,1) met dc rechte door twee
dexr drie punten (1,0,0). (0,1,0), (0,0,1).

7. Wat is de dubbelverhouding in de gewone meetkunde., Bercken de DV
van de vier punten op -»fstanden -1, 1, r, , van O op de rechte 01.

8, Voer het bewijs van de stelling op blz. 32 als de voorwearde vervan-

gen wordt door een enclege Lotreffende het stelsel

m

[——

1
’q ’n

g BN
sig

Do o pint Y = AP s, 49y A pYT4Y Fi= O

N . L P .

9. Als er drie stellen (I .+ .§)) ®ijn, dic can do very
, 2! vy &

met vegte Aivolduen, wooh ant U dosr dan van zeggent

MO0.Uit de theorie weten we, dat de gibrokon linesire transformatics van

eliiking (6)

van ket type (9) ecn groep vormen. Pewijs dit direot.
Aequivalertle van profectievs en Analyitische leetkunde!

In hew voorguande hebben we bewezen: hcbben we cen mrojectieve meet-
funde, wairin -de axioma's A,A',B,B',C,E,E% gzlden, dan bvestaat er ecn
commutatief Llchzam L van karakteristiek #£ 2 met de volgende eigon~
schapnen: ¢ is een eeneenduidige toevoesing mogeliijk tussen de Hunten en
de stelicn evenrciige drietallen ( § 09 ﬁ 95 3 o) # (0,0,0) enerzijds
en tussen de rochten en anderzijds de stellen evenrcdigs drictaller

- b= - . B ) <
( QO’/, 1 A 2) # (O’O’O) ( (;:O’ 5,;1‘! E D A Df? 1 AE QL), zodat-

incidorntie von eon punt en een rechte zichw weerspiegelt in de relasie
(6), viz 27.

e goaon nu ompgekeasrd uit van een willelreurig commutatief lichaam L
vag karskteristiek £ 2, e voeren aan de hand van dit lichaam zekere
sgrootheden in, die w2 puntoan en rechten noemen, en definieren het begrip
incidentie. Im wvel is gen nunt cen gtel evenrodige elenentdrie—
tallen # (0,0,0); ecn recchte wordt ook door zo'm stel gerepresentcerd;
het punt ( ; or 511 %,2) ch de rechte (4 O,'? 1+ A o) beten incident
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dan en slechts dan, als voldaan 1s aan —;’0 + ; 2 + % A o =0
We zijn nu in staat te bewijzen dat de genoemde groothedﬁn voldoen aan
de axioma's A.A',B.B'.C D,ﬁf Tug hebben we een prOJLCﬁlPVG Mectkunde,
We hebben dan bersikt:
4%, De projectieve meetkunde, zoals coor ons opgezet, 1s vatbaar voor
een interpretatie(zie bladz. €).
2°. De rrojectieve mecetkunde en de analytische meetkunde (hier geformu~
lecrd met homogene codrdinaten voor de punten, wat niet essentieel is)
lopen peralliel.
30. Dz in de pro 3*i:vé mectkunde afgeleide eigenschappen, b.v. be-
treffende aw 7€LV’”HN dingen, gelden voor elke (vlakke) analytische
meetkunde, opgebouwd m Y.v. een cormutatief-lichaam van kargkteristiek
£ 2, worden alleen vask gsmakkelijker ingezien en bewezen agn de hand
van de begripren van ¢c¢ grojectisve meetkunde, die aanslulten aan onze
meetkundig= intuitie.

~

z sheny = (M 40 % 1,’” } twee vers—

Axioma f. Zijn x = ( i,ﬂa g s

schillende purten, daun iéﬁﬁreélcs eén stel evenredlge drletallen

( /lO, 2 - A o), zodat geldt:

(1) SOAO-P "1;‘1214-%271 = 0, /”Z?f +7Z1 1+’22 5 = 04
Bewije. Zij ®.v. o £ 0. 2] A== 8,79 . Voor het drietal
(L‘io=':’;»i7f:’2):(f” 5 o ¥ 20’ 2 '31+’?1";) §2*322)’00k

ook geschrever 2ls » x + y. is dan g 5 = 0. In plaats van (1) kunnen
we evengocd cplossen

'; -5 o k: ~ -
(2) ':>C"lo“"“;1"1+§2>‘2=0: éorf\o*‘é:,}??. =

s A -~ . 3 P y ¢ ‘
-gant veldoet een drietal ( 230, ] 10 2) aan (1), dan ook aan (2); en
omgekesrd, Omdat nu x en y verschillende punten zijn, zijn § en &;1

niet beils gelijk zan O, Te twecde vergelijking van (2) kunnen we, een-
duidig 7p een evenredigheid o
L gh _sfarfor na,; cplossen. B.y. als ;1 £ 0,

3

s

voldoet 4 =4, 7, = = & i A _— : .
e L2 /f 4 = ,) - N o° Tit de saeratve ‘f@_’f‘gellaklng van
(2) volas don ook A e
b .
Axioms &' wordd procics wo geverifieard,
Stelling, BElk pun® van de docr twes versenillc

¢ versenillende punten X en y bepaeld
rechte is te senrijven in Ce gedmante 2 x 4 Ly

Bewijs. dvt cmgekeerde is
lijking=a van {1)

~
.

y 7f‘i-r“* 0,0),

ormlddellijlk duidelijk als we de heide verge~

ret ‘A resp. « A vermenigvuldigen en opltellen, Mu rode—

neren w3 als volght, Zij x = =

dan zijn die dr (éc’/“!" ,)2) "“(70”71 /)72)’
SJjn die drictellen niet evenredig cn dus b.v. de parsn £

S, en
\PO’ l‘_,)"? -

7 s 77, kiet even ‘

Ve 74 venredig., Laat ( P o gl q) de rcchte zijn en z =

(< _+ 5435 4) een willek 1
S o 11 oy ekeurig nunt aaﬁrvan, Er zijrn slementen

A - ot O, 0 zod . .
L. cel:; el at 56.‘.‘4 U Qg +/t— ?‘7 )\j 9 '7 g,} ‘I’" f) ,4‘ = ‘:\ s m& E‘T ::“
9 €lementen :ﬁos 2 4 waarvoor geldt £, . £ 3

= 0. Voor die rechte is dan fl

; ’)Iﬁ'o + /“”?0) 2 o * ( 2 &, A 4) A,

= 0 onmogelijk,
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+ (1 ot MY 2) A o> =0 en 3::0 }}ﬁ; «::'});ﬁ.z_’)‘_i,ﬂ\ = 0 volgt dan j)§2+
+,u.'ai)2=f;2. D\l83=ﬂx+£-ty.

Axioma's B en B'. Het lichaam I be¥at in elk geval de elementen 0,1.
Het punt (1,0,0) en de rechte (1,0,0) zijn niet incident. Dus geldt , |
B', ¥erder wordt een willekeurige rcechte door de rechien (1,0,0),(0;%?6}*
zeker in twee versdhillende punten X en y gesneden. Met x en y ligt ’
ook x + y # x,y op de rechte. Dus geldt B.

Axioma C. Laten x,y,z en u,v,w twee driehoeken zijn, perspectief vap-

2

uit een punt t. Dan zijn de punten X,y,t incident met een rechte, evon-
zo y,v,t en z,w,t. Dus zijn er tweetallen 2, ; ﬂz, Iy A3, Moy
allen # 0,0, met de eigenschap: t = Agx + Jqu = Aoyt jiovy to=

= ABZ £ gv.

H;gruit volgt: A4X = ,¥ = MoV - Kqu, A,y - A 32 = MW = Mo,
Aaz - A e R\l

Stellen we de drie punten, die hier staan, achtereenvolgens voor door
P,q,r, dan is blijkbaar p het snijpunt van de rechten xy en uv, g het
snijpunt van de rechten yj7 en vw, r het snijpunt vén de rechten 2zx en wu.
Verder geldt den duidelijkste p+g+r = 0, of r = -p-q en lisgen p,q,r dus
on» een rechte. De driehoeken x,y,z en u,v,w zijn dus ook lijnperspec-
tief,

Axioma D, Laten Xy1XprXyy Xy de hoekpunten van een volledige vierhoek
zijn, Zij p het snijpunt van X4Xy en HpXq,q het snijpunt van x4%, en
x3x4. Het 1s voldoende om aan te tonen dat het snijpunt r van X4Xy en
X9Ty nict op de rechte pg ligt.

Bewijs. Laten R4, A, A 3 ﬁ_4 elementen zijn zodat p = A x4 +
+ A 4% = 212x2+ A 3X3. Krachtens definitie hebben de hoeckpunten van
een volldédige vierhoek algemene ligging, id dus p # Xq1Xp,X35Xp. Dan
zijn alle A's £ 0. Verder is A1x1 - A Xy = ii3x3 - A 4%, het snijpunt
q en A1x1 - 223x3 = ’%2x2 - A 4%, het snijpunt r. Goldmur = £ P+ 7 g
voor zekere elementen @, o # 0,0,, dan was 2.,x; - 7 %x3 = P A 4xg+
+ A 4x4) + 7 fi3x3 - A 4x4), of ( P Ay=-Adx,+( =4 3 A 3)x3+
+ (- md v p A 4)% = 0.

Omdat r,,Xy,X, niet op een rechte liggen, volyt hieruit ¢ ﬂ1~ )i1 =
= o 3tAy=- 74, +p A, =0, ws p=1, ¥=-1, T=p,
®.U.V. 2 = O, Dit laatste kan niet, omdat L de karakteristiek # 2 heeft,

Dus ligt r» buiten de rechte pq.

De verificatie van E' eidt meer moeite. Ve verifieren eerst de stel-
ling van Pappus. We tonen dus aan: Liggen op twee verschillende rechten
twee drietallen verschillende punten a,b,ec en a',b',c', dan liggen de
snijpunten x,y,2 van de¢ kruisverbindingen ab',a'b; ac',ca'; be',b'c ap
een rechte,

B&wijb, Ve mogen veronderstellen dat onder drie paren rechten geen
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samenvallend paar voorkomt, omdat anders een der punten x,y,z niet
bepaald is en vanzelf aan de stelling
voldaan is. Verder zijn dan x,y,z ver-
schillend van de punten a,b,c,at,b',c!’
en van elkaar, want b,v. x=y zou ten-
gevolge hebben b' = c¢' of x=y=a=b. Even-
min ligt b.v. ¥y op de rechte ax of op de
rechte a'x of op aa'. Zij p het snij-

punt van xy met aa', We kunnen y schrij-
ven als combinatie van p en x, en p als combinatie van a en a*., Dus
is te schrijven: .
3Yy=0x+0a+7Ta
Voor b en b' kunnen we zulke drietallen uitkiezen dat geldt:
(4) b= px + RT’a',b'::Q-XJr moa; :
immers b en b' liggen op de rechte a'x resp. ax en de elementen @, O , 7T
in (3) zijn # 0. e kunnen dan verder voor ¢ en ¢! als snlgnunten van
a'y en ab resp. ay en a'b'! i.v.m. (3) en (4) schrijven:
(5) c=Px+0a+AT. a', ¢c' =Qpx+ moa+Ta',
Beschouwen we nu het punt ( N+ e -1)Q X + A 4 o a + /mLR T a'., Het
kan enerzijds geschreven worden als (’\.—1){€gx + o a} +
+/«L{Qx+o-a+h a‘§—~(/\—1) b' + a ¢, anderzijds als (&« -1).

{ex+ AT a}+ /'l{ex+/uo~a+'z'a§(/w-1)b+lc' Het is
dus het punt z. Omdat nu het lichaam L commutatief is, geldt Ayu =
en dus

= (A +m 1)Qx+ A {O‘a—k?"a'} =(l“+/u-1~ A ) x

v+ AfA { px+0a +’t*a'§:f
Dus 1ligt & op de rechte door x en y.

We gean nu het op blz. 18 geformuleerde axioma EY afleiden. Daartoe
ecrst het volgende., Laten twee verschillende puntenreeksen,
{aﬁ,ag,an...} en{b1,b2,b3,...}beiden perspectief zijn met een punten-
reekn x1,x2,x3,.;e . Laten die puntenreeksen liggen op de rechten
A,B,X, ¢n zij o het snijpunt van B en X. ¥e kiezen een willekeurige
andere rechte Y door o, snijden Y met
de stralen p1a1,p1a2,p1a3,..9 , zodat
de punten yT,yZ,ygfontstaan. Dan $nijden
de rechten b1y1,b2y2,b3y3 elkaar in een
punt p2' van de rechte P4P5- Jant de
dre&ehoeken b1x1y1, b2x2y2 zijn puntper-
spectief vanuit 4 en dus volgens axlomg=

¢, waarvan we de geldigheid reeds inge-

zien hebben, ook lijnperspectief; de rechten b1x1,b2 X 5 snijden elkaar
in Py en de rechten x1yj,x2y2 elkaar in Pys dus snijden b1y1,b2y2 el-
kaaryqp de recﬁte p1p2; eVeNnzo b1y1, b3‘3 ep ook bzyé,b3y3,
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Tussen A en B kumnen we dus i.p.v. X ook Y tuuscnschakelen., Is een
projectivitcit tusscen twee rechtin A en D tot stand te brengen door drie
serspectiviteiton A — B — C — D, waarbij gecn twee opvolgende rechten
samenvallen, dan kunnen we op zrond van het bovenstaande de schakels
via C vervangon door schakels via cen rechte C', gaande door het snij-
ount van C mct D en tovens ga.nde door het snijpunt van A en B. Nu is de
puntenrecks op A persycctief met dic op C', on dezelfde manier in te

zicn alg hicrbeoven (e woerspectiviteit tussen de puntenrecksen op Y en
B op grond van peorspectiviteiten tussen de punicnrecksen op X en Y en
tussen die op X on B, Wo krijgen dus de overgang van A op 7 door ecrst
A te projecteren op o, o, 0aaEng, 1.0 Jigcen

Algensen zien we o in:yde ountenrecksen o twe:z verechillende reche
ten ken altigd verkrezen worden door aaneenschakeling van slechts twee
nerspectiviteiven,

In hat bovenstaande kan de rochte Y zodanig geozen worden door o,
dat het nerspectiviteitscentrun pg' op A komt to liggen. 7Te kunncn dear-
na Y zo draaicn om zijn snijpunt met A, dat bij de nicuwe rechte, zeg
Sy, 1.D.V. P, cecn persnectiviteitscentrum p1‘ op B bchoort. Bij pg‘ in
Q%e puuten?ecks{?aj,az,aB,...khoort blijkbaar p," in de puntenrecks

{b1,bg.W,,...§ . Volgens de stelling van Pappus ligaen nu op ecn rechte
~ 3 eyt . .
'5’%\23 ; 21320, het snijpunt van a1b2 en dgbq'
Gy o2 2 ZnhyZ4, het snijpunt van a,b, en a,b., :
NN 2'"3 . a3 3
; AR ﬁ<ﬁ enz, Dus bij alle kruisverbindingen
E P \><' . . .
avxﬁl; [P “\\:x<§ liggen de snijpunten op econ en dezelfde
RS S S . B .. e
a,+W¢:m;upaf”&xw\\;?\i§§§§k rechte., Te noenfen die rechte op blz. 2B
/LF,:" T — . N
T = &' al de Papomues-rechte,
A

jectiviteit zijn van ecn rechte in zichzelf met dric
vaste ownten ag,h,c. Zij @ e~n vierde verschillend punt en 77 4 = d1.
Projecveren w2 de puntonrecks {a,b,c,d,.ut§ op ecn andere rechte, modat
we krijganja’,b‘,c‘,d',...5 , dan zijn de puntcnrecksen {a',b’,c‘,d',...}
en {a,b,c,d},...g projectief. En bij de projectiviteit hoort volgens

het bovenstaande econ Fappus-rechte, waar o.,a. de punten gq,r,s, op iig-
gen, undat de drichocken aa'qg, ce'r perspectief zijn vanuit de rechte
pb'b, gaan de rechten oa,o0a',qr door één punt, Dus ligt o op de Pappus-

rcchte, Speciaal gaat rs door o; dan zijn de driehocken bb'r, d1d‘s

La=w o 4 ¢:n nro
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perspectief wvanuit het punt o. Dus lig-
gen c,c' en het snijpunt van bb' en

did' op ecn rechte, D.w.z. d1=d. Hiermce
igs bewezen dat 7 de identitéeit is.

Opm. In de gecoﬁ%tr&%efﬁe meetkunde kan men met name, zoals in V ge-
beurde, translaties cen dilataties beschouwen. 7e¢ kunnen aantonen, dat
het lichaam dat bij deze meetkunde behoort, in de zin van V, in wezen
het lichaam I is, waar we in VII bij de opbouw van de mectkunde van
uitgingen. Krachtens de opmerking van blz, 33-34 is het voldoende dit
tc laten zien voor het geval we een bepaalde keuze doen voor o,e,f en
dc oneigenlijke P, en wel: o = (1,0,0) , e = (1,1,0) , £ = (1,0,1)
{(1,0,0).
§< Laten nu drie eigenlijke punten x = (1, 6~ . = (1, 7}1, 1?2}
z = (1, qu, ¢, ) gegeven zijn, niet op ecn r*chxo relegen. Bepalen we
hot vioerde hockpunt van het parallelogram op ¥%X,y,%. Het oneigenli jke
punt s ven de rochte xy is y-x = (0,%, - £~1, Mo - £ )5 evenzo is het
oncigenlijke punt s van de rechte xz het drietal (O, Cﬁ 5\ C« Zizj
qfi\‘ : Het punt z + (y-x) = v + (z—x)
z//f \ (1’¢1+’11“£1’C~2+’22“£~2)
VA S ligt o» de rechte zr. omdat het te schrij—-

a T \\\ A o~
// / T ven is als (1, &, ., &o,) +
Y

\-.

e N i
Niékm + (0, m 4T &gy o ,2); evenzo ligt

het op de rechte ys. Dus is het juist, wat we vrocgry noemdan Txy(z)
= sz(y), Te conclusie: T_ (z) = z+y-x, eals we ¥,7,%z met inhomogene
codrdinaten schurijven, blﬁth cok gelden in het geval dat x,y,z op een
,§cchte Liggen. Dus geldt in het byzonder Ty, (B) = K+ 3,
Bvenan tonen we, wat betreft de dilataties, aan: is x = (1, 551, 6.2)
ccn punc ‘miten 01 , d.w.z. Z, £ 0, ocn is & # 0, dan hebben de rechte

M

x

1x en ¢ wecate door'o(en (1 Eﬁ 19 o( 5;2) hetzelf le oneigenlijke punt
n.1l. (2 & ., -1, ) (0, o ( fﬁ ), o & ) En hiermee kan men
aflcidon: DTO(\ L/ = o(’/:‘x

Bualit: .v. Het zal in het vorige opgevallen zijn, 4as er een merkwaar-
digce gotijkenis bestaat tussen de punten en rechten, Elk stel evenredi-
ge cluaonwdristallen rcepresenteert ecn punt, maar ook een rechte; in

de inecidontievoorwaarde treden punt en rechte symmetrigchop. Bijgevolg

is bij verwisscling van de woorden punt en rechte ook aan ds axioma's
voldaan, en gelden ook alle demruit afgeleide stellingen. Of anders
gezegds hebben we cen stelling van de projectieve mactkunde en verwls-—
sclen wo daarin de woorden punt en rachte en vervangen we elk er in
optredend begrip door het corresponderence begrip, waarbij de rol van
punt en rechte verwisseld zijn, dan ontsiaat weer een stelling, Deze
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eligenschap van dc meetkunde heet dualiteit; bij elk begrip en bij elke
stclling hoort een duasal begrip en een dualce stelling. Het bovenstaande
gcldt voor elke projectieve mestkunde, vanwege de acquivalentie met
de analytische mectkunde. Maar het is ook dircet in te zien, doordat
uit de axioma's de duale uitspraken af te leiden zijn.

Duesal met axioma A is A®, met B is B¥ duaal, B' is duaal mct zichzeldf,
de dualce uitspraak van A' zit ovpgcdoten in A, Axioma C is duaal met
zijn omgekecorde C', dat ecn govolg is van C (zie blz. 6). Wat betreft
dec dualiscring van axioma D gaan we aldus te werk.

Met puntenrceks en volledige vicrhoek corresponderen duaal stralen—
waaier en volledige vicozijde.Vier vechten P,Q,R,Sin een stralenwazier
vertonen harmonische ligging, als cr cen volledige vicrzijde ZYZU bestaat
(II, opg. 3), zodat P fc rechte is door de punten XU en YZ, Q de rechte
s o door XY en ZU, torwijl XZ op R cen YU op

S ligt. Maar dan worden op de rechte door
XZ ¢n YU vicr punten p,q,r,s uitgesneden,
die harmonisch liggcn mcet abecd als con-—
strucrende vierhock. Versch*lt nu R van

A - y oP en Q, dan verschilt ook S van P,Q,R,
omdat voor d¢ punton p,q,r,S hpt analoge geldt. En dus geldt de duale
uitspreak D' van D. We mcrken nog op, dat blijkbaar door cen harmonisch

stralcnvicrtal con harmonisch puntenviertal wordt uwitgesncden.

O 7', duaal met B (of E), af te lciden, latcn we cerst zien, datb
hot var P guasi-perspectiviteit duaal is met zichzelf. Op bls. 9 zagen
weg cen quasi-verspectiviteit is ecn ceneenduidige afbecelding van het

o)

%vlak op zichzelf, bopaald door het centrum p, de =28 1 en een toege-
r a,s (D a,a' op cen rechte); p on d¢e punten van P

blij¥wer wvass tij de afboelding en het beeld b' ven © uniet op pa wordt

}._;.

gevonden alt o dncidenties pbbl,abu, a'd'u {(w en ot van P). Beschou-
wen woe na o.n afbecelding, Qoor p,P en con paar rochten A,A', dile met P

door &¢m vt @ mamn, op de volgende wijze bepaald:r ¥ oendile roechie dood
p blijvea vast:; eun rochte B, nict door s of D guwife, gaat over in B 1

bepaald door de incidenties PRB',ABU,

2
i T 4*B'U (U een rechic door »). Deze afbecel--
//’th“am. ding stemt nu blijktaar overcen mot de
%Ki. :i/fjfmh“\%_g{ quasi-perspectiviteit die hct punt AB
/’in’/\ B e in A'B' ovcrvoert.
Ll = // ..... “e Zij nu X' =77 (X) een projectiviteit van

wzaior in zichzelf motdrie vastc stralen. Op cer rechte R bnuiten
dc weaicr wordt con projectiviteit uitgesneden, dic dric vaste punuon
ne £ cn dus de kdentiteit is (de projectiviteit is uit te broiden tob
cen ccllineatie van het vlak, die R vast laat). Dan isy de identitetit,

@

Opmerkingen over de axioma's.
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1. Men kan i,p.v. E™ de stelling van Papous als axioma nemen. 'ant
[onl volgt uit de stelling wvan “anmus. Deze stelling is aequivalent nmet
de commutativiteit van het grondlichcam (zie blz, 21 en blz. 38).
2. Axioma C (de stelling van Desarszues) kan uit Ea'afgeleid worden.
Toch hebben weCals apart axioma opgenomen, omdat veel stellingen (doch

E*'van de andere axioma's)

nict alle, wegens de onafhankelijkheid wun
afgeleid kunnen worden zondeys van Eflgebruik te maken,

Zie de figuur op blz. 4. e willen aantonen, dat p,q,r op een rechte
liggen. Stel dat het niet het geval was. Dan gaat e«n derrechten pq,qr,rp,
stel pg, niet door o. Laazt pq de rechten aa', bb', cec' opvolgend in x,y,z
snijden, Dan bestaahm een keten van perspectiviteiten tussen de volgende
puntviertallen: oaxa', obyb', ocze'. Bij projectie van het laatate
vietal vanuit r op de rechte caa' gaat o in o,c in a,c' in a' over.

“En dus 2z in x wegens E*'. Dan ligt r on de rechte zx, d.i. de rechte

Pg. Dus liggen p,q,r toch op een rechte.

Opgaven 1. Leid voor de gewone meetkunde af: zijn voor vier punten od eco
willekcurige rcchte a,b,c,d de van teken voorziene afstanden tot een
punt van die rcchte, dan is de dubbelverhoudihg dier vier punten gelijk

aan %E% - gfg (zie blz. 1). Schrijf hiertoe de punten als drietallen

(@01 %13 “‘:2) b ( GZQ: ?21, %2) ? ( ‘i() +QZ 0! 51"’}}21' ‘%—2'*'/;?2‘;
(2 §O+’7wiﬂ§14-?1,A§2+’vﬁ.

2. Leid in de  gedachtegzang van dit hoofdstuk deo purametervoorstel-
ling van een rechte af,

3. In een lincaire ruimte van dimensie 3 over een lichaam L is een

' transformatie van het type VI (16) vastgelegd door van drie drietallen
b.v{1,0,0},(0,1,0}(C,0,1 heb bedld vast te leggen. Toch is cen collineatie
pas door de baclden van wvicor punten vastgelegd.

4. Een transformatie van lijncodrdinaten is ook ecn collineatie. En
omgeka rd,

5. Axioma D is aequivalent mets Vertonen de vier punten &,b,c,d algemene
ligginz en zijn u,v,w punten die de incidentierclatiesabuedyacryhdm, cadv.
bew boredigen, dan geldt de incidenticrelatie uvw niet.

6. De¢ s:elling van Papous is duaal met zichzelf. Merk hierdij op, dat

de bij doze stelling behorende figuur 9 rechten en 9 punyen bevat, waar-
biji o2 lke rechte 3 punten liggen en door clk punt 3 rechten gaan

(zie ook st. vanDesargues, blz 4.).

7. Dualisecr de constructie van ecen viecrde tocgevoegd puntenpaar in

een projecetiviteit.

8. Zij in de figuur op blz. 7 onderaan, t het snijpunt van ac en bd. Dan
geldt: H(ac,ts), H(ba, rt).

9. Snijden van twec volledige vierhoeken vijf parcn overeenkomstige
zijden elkaar op &én bechte, dan doet het zesde pasr det ook {stelling
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van de volledige vierhocken).
10. D¢ dubdbelverhouding van vier punton op cun rechte hecft, afhankelijk
van de gekozen volgorde dicr punten, ton hoogste zes verschilleonde waar-

den.
. Zijn 15,14,...,3, k+1 door ¢in punt geande rechten en is M, cen
perspectiv¥e afboelding van 1, 4 op 1, (i=1,...,k), dan is ook 7] =

ﬂ’k 7rk~1"' 7T1 ecn persnacticve afbeelding, en wel van de rechte
TR ﬁ} (i ¢ j) ecn perspcectieve
afbeelding. Kunt U onder de ccentra van al deze perspectiviteiten drietallon
vormen, die op een rechte gelegen zijn?

12. Zij abc ce¢un drichoek e¢n s ecen punt buiten de zijden. Laten d,e,f de
projccties wvan s uit a,b,c on de overstaande zijden van de drichock
zijn. Dan is def lijnpcrspectief met abe (projccteer ab op be vanuit
het snijpunt van ac en daf).

13. Dualisecr de vorige stelling.

14. Laat bij ecn quasi-perspectiviteit met as P en centrum p niet op

P ecn punt a als beeld a' # a hebben. Laat algemeen X het beeld x' en
x' het beeld x% hebben., Als a® = a is, dan is ook x" = X.

15. Laten Aj,AQ,A3 drie nict door één pupt gaande rechten‘zijn en
PqsPpsPy driec niet op één rechte liggende »unten, die allen buiten de
drie rcchten £, liggen. Zij TTB ( 771, 772) de perspectibviteit van

A, op A, met centrum Py (van A, 0P A3 met centrum p,, resp. van

Ay op A, met centrum P,).Bewijs: nodig en voldoende opdat T, 7, 773
de identicke afbeclding van Ay op zichzelf is, is de voorwaarde dat
431p2a3,p2p331,p3p1a2 collineaire drictallen zijn (a1 = snijpunt van

lo op de rechte lk. Bvenzo is 7

Ay en Ay, enz. ).



